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Математическое моделирование
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Прохождение электромагнитной волны через
субволновые дифракционные структуры
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Российский университет дружбы народов
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Решается задача прохождения плоской монохроматической линейно поляризованной
электромагнитной волны оптического диапазона через кусочно-однородную непоглоща-
ющую диэлектрическую структуру (дифракционную решётку), характерные размеры
неоднородностей которой сравнимы с длиной волны оптического излучения либо мень-
ше неё. Решение приводится для поляризованной падающей волны в случае плоской
дифракции. Также рассмотрена коническая дифракция и решётки из оптически анизо-
тропных материалов.
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фракция, метод связанных волн, уравнение Гельмгольца, гипотеза Релея.

1. Введение

В настоящее время актуальна задача моделирования взаимодействия света с
периодическими структурами, характерные размеры (период, толщина, высота)
которых сравнимы с длиной волны оптического диапазона (300-800 нм) или мень-
ше неё. Среди таких структур можно выделить дифракционные решётки различ-
ного вида и типа [1] и структуры более общего типа, периодические в одном, двух
или трёх направлениях — фотонные кристаллы [2–5]. Примерами современных
устройств, в основе которых лежат периодические структуры, являются отража-
тели Брэгга [6], зеркала Беркли [7], матрицы для современных 3D дисплеев и
другие [8].

2. Применяемые математические модели

Математический аппарат моделирования взаимодействия электромагнитных
волн с периодическими структурами построен на решении уравнений Максвелла
при условии периодичности параметров среды, описываемых тензорами диэлек-
трической и магнитной проницаемости. Будем считать, что нелинейные оптиче-
ские эффекты и оптическая активность среды отсутствуют. Такие предположения
соответствуют большому количеству реальных задач.

При решении дифференциальных уравнений и систем дифференциальных урав-
нений с периодическими коэффициентами обычно используют теорию Флоке–
Блоха [6,9]. Для представления рассеянного структурой электромагнитного поля
в однородных областях пространства используется гипотеза Релея и её модифи-
кации [10–13], это позволяет записать общее решение уравнений Максвелла в од-
нородной среде в виде линейной комбинации волн, например, плоских.

Тензоры эффективной диэлектрической и магнитной проницаемости модели-
руемой периодической структуры вследствие трансляционной симметрии в общем
случае являются периодическими функциями своих координат [6]. Можно запи-
сать:

𝜀(�⃗�) = 𝜀(�⃗�+ 𝑑), �̂�(�⃗�) = �̂�(�⃗�+ 𝑑), 𝑑 = {𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧} , (1)
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где 𝑑𝑥, 𝑑𝑦, 𝑑𝑧 — периоды среды в соответствующих направлениях, то есть расстоя-
ния вдоль координатных осей, при сдвиге на которые среда сохраняет свои свой-
ства. Также среда инвариантна относительно любого целого числа таких сдвигов:

𝜀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜀(𝑥+𝑚𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑛𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑙𝑑𝑧), 𝑚, 𝑛, 𝑙 ∈ Z,
�̂�(𝑥, 𝑦, 𝑧) = �̂�(𝑥+𝑚𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑛𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑙𝑑𝑧), 𝑚, 𝑛, 𝑙 ∈ Z.

(2)

Таким образом, если в уравнения Максвелла (например, в Гауссовой системе
единиц в отсутствие сторонних токов и зарядов для изотропных немагнитных
сред с учётом уравнений материальной связи) для монохроматического поля [14,
15] {︃

∇⃗ × �⃗�(�⃗�) = 𝑖𝑘0𝜀(�⃗�)�⃗�(�⃗�),

∇⃗ × �⃗�(�⃗�) = −𝑖𝑘0�⃗�(�⃗�),
, 𝑘0 = 𝜔/𝑐 (3)

вместо 𝜀(�⃗�) подставить 𝜀(�⃗�+𝑚𝑑), 𝑚 ∈ Z3, уравнения должны оставаться неизмен-
ными. Согласно теореме Флоке–Блоха [6], решение в таком случае можно записать
в виде:

�⃗� = �⃗�𝐾𝑛(�⃗�)𝑒
−𝑖�⃗�𝑛�⃗�; �⃗� = �⃗�𝐾𝑛(�⃗�)𝑒

−𝑖�⃗�𝑛�⃗�, (4)

�⃗�𝐾(�⃗�) и �⃗�𝐾(�⃗�) — периодические функции с периодом 𝑑:{︃
�⃗�𝐾𝑛(�⃗�) = �⃗�𝐾𝑛(�⃗�+𝑚𝑑),

�⃗�𝐾𝑛(�⃗�) = �⃗�𝐾𝑛(�⃗�+𝑚𝑑),
, 𝑚 ∈ Z3, (5)

где �⃗�𝑛 — волновой вектор Блоха [6].
Часто в реальных задачах периодическая структура освещается волной из

однородной среды (например, из воздуха), в этой же среде в общем случае суще-
ствует отражённое от структуры электромагнитное излучение и, если структура
оптически прозрачна, также формируется прошедшее через неё электромагнит-
ное излучение. Будем считать, что среда по другую сторону от структуры также
однородна.

На рис. 1 пространство разделено на три области. В однородной области 1 при-
сутствует падающее и отражённое электромагнитное поле. В однородной области
3 присутствует прошедшее электромагнитное поле, а в неоднородной области 2
(или, иначе говоря, в зоне модуляции) присутствует электромагнитное поле, ко-
торое согласно теории Флоке–Блоха можно описать формулами (4) и (5).

Рис. 1. Разделение пространства на области

Обычно в модельных задачах падающее на структуру электромагнитное поле
имеет вид плоской волны определённой линейной поляризации. Для описания
электромагнитного поля в двух областях 1 и 3 применяется разложение Релея [10,
16,17], согласно которому поле в однородных областях можно представить в виде
линейной комбинации плоских волн. Поле в области 1:

�⃗�1 = �⃗�𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡 +
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑅𝑛𝑒

−𝑖�⃗�𝑛�⃗� (6)
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Поле в области 3:

�⃗�1 =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑇𝑛𝑒
−𝑖�⃗�𝑛�⃗� (7)

Формулы (6) и (7) представляют собой функциональные ряды Фурье, а коэф-
фициенты 𝑅𝑛 и 𝑇𝑛 соответствуют амплитудам отражённых и прошедших волн,
иногда называемых дифракционными модами.

Для согласования полей на границах между областями 1 и 2, а также 2 и
3 используются условия равенства тангенциальных компонент напряжённостей
электрического и магнитного полей на границе раздела в отсутствие сторонних
токов и зарядов [15,18]:

𝐸𝜏1 = 𝐸𝜏2; 𝐻𝜏1 = 𝐻𝜏2 (8)
Для периодической среды приравниваемые компоненты полей записываются в
виде бесконечных рядов.

Изначально гипотеза Релея была сформулирована только для полей в дальней
зоне относительно зоны модуляции. Впоследствии она была дополнена предполо-
жением о сходимости функциональных рядов вида (7) к функциям, описывающим
электромагнитное поле на границах с модулируемой областью. Её применимость
в разных случаях и модификациях для конечных наборов отражённых и прошед-
ших волн (MRC, Modified Rayleigh Conjecture) была строго обоснована в серии
работ А. Рамма [12,13].

При решении задач взаимодействия электромагнитных волн с одномерными
дифракционными решётками следует разделять два случая — случай «плоской»
дифракции и случай «конической» дифракции. В первом случае волновой век-
тор падающей на решётку электромагнитной волны, а также волновые вектора
наборов отражённых и прошедших волн лежат в одной плоскости, при этом сохра-
няется состояние поляризации волн. В случае конической дифракции волновые
векторы наборов отражённых и прошедших мод лежат на поверхности конусов,
при этом падающая волна одной поляризации порождает в общем случае от-
ражённые и прошедшие волны, имеющие обе 𝑇𝐸 и 𝑇𝑀 компоненты. В данной
статье эти случаи рассмотрены ниже отдельно.

Вычислив амплитудные коэффициенты Релея 𝑅𝑛 и 𝑇𝑛 из (6) и (7), кото-
рые иногда называются коэффициентами эффективности мод, можно вычислить
энергетические коэффициенты отражения и пропускания каждой моды, а также
всей структуры в целом.

3. Краткий обзор методов моделирования
дифракции на субволновых структурах

Для решения задач моделирования взаимодействия электромагнитного поля
с периодическими структурами было разработано несколько методов, которые
можно условно разделить на приближенные и точные.

Среди приближенных методов можно отметить метод Релея, основанный на
представлении электромагнитного поля в виде суперпозиции простых (например,
плоских) волн не только в однородных областях пространства 1 и 3 (см. рису-
нок 2), но и в зоне модуляции. Метод имеет очень ограниченную по геометриче-
ским характеристикам решётки область применения [16].

Часто используется метод, основанный на разностной схеме решения уравне-
ний Максвелла [17,19]. Этот метод имеет название FDTD (Finite Difference Time
Domains). Существует большое количество его модификаций и реализаций в виде
компьютерных программ.

Среди точных методов можно отметить основанные на разложении электро-
магнитного поля в ряды Фурье и преобразовании системы уравнений Максвел-
ла в бесконечную систему дифференциальных уравнений для описания поля в
зоне модуляции. Эти методы схожи между собой и приводят к аналогичным
результатам. В их числе обычно выделяют классический модальный метод Фу-
рье (FMM, Fourier Modal Method) [20] и точный метод связанных волн (RCWA,
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Rigorous Coupled-Wave Analysis) [20–22]. Также существует класс интегральных
методов [20] и класс методов, основанный на координатных преобразованиях [20].

В данной статье рассматривается классическая дифференциальная теория
распространения электромагнитного поля в периодических структурах [1,20,23],
по сути являющаяся базой для модального метода Фурье и точного метода свя-
занных волн.

4. Моделирование взаимодействия плоской
электромагнитной волны с одномерной бинарной

дифракционной решёткой

Рассмотрим задачу нахождения коэффициентов Релея отражения и пропуска-
ния для одномерной бинарной дифракционной решётки из изотропного немагнит-
ного диэлектрика. Будем считать, что дифракция «плоская» — проекция волново-
го вектора падающей волны на плоскость решётки перпендикулярна «штрихам»
решётки.

Электромагнитная волна падает под углом 𝜃, период решётки обозначен 𝑑.
Рассматриваем три области — область 1 над решёткой, в ней присутствует пада-
ющая волна и набор отражённых волн, область 2 — полоса, содержащая решётку
(зона модуляции), и область 3 — зона под решёткой, в ней присутствует набор про-
шедших волн (см. рис. 2). Будем считать, что в первой области диэлектрическая
проницаемость 𝜀1 = 1, в зоне модуляции 𝜀 (𝑥) = 𝜀 (𝑥+𝑚𝑑) , 𝑚 ∈ Z. Рассматрива-
ется решётка из немагнитного материала, 𝜇(𝑥) = 1 повсюду.

Рис. 2. Плоская дифракция

Запишем уравнения Максвелла (3) по координатам:

𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑧

= 𝑖𝑘0𝐻𝑥;
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑧

+ 𝑖𝑘𝑥𝐸𝑧 = −𝑖𝑘0𝐻𝑦; 𝑘𝑥𝐸𝑦 = 𝑘0𝐻𝑧,

−𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
= 𝑖𝑘0𝜀(𝑥)𝐸𝑥;

𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑧
+ 𝑖𝑘𝑥𝐻𝑧 = 𝑖𝑘0𝜀(𝑥)𝐸𝑦; −𝑘𝑥𝐻𝑦 = 𝑘0𝜀(𝑥)𝐸𝑧.

(9)

Все компоненты напряжённости электрического поля можно выразить (с учё-
том геометрии задачи) через 𝐸𝑦(𝑥, 𝑧), а компоненты напряжённости магнитного
поля через 𝐻𝑦(𝑥, 𝑧):

𝐸𝑥 = − 1

𝑖𝑘0𝜀(𝑥)

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
; 𝐻𝑥 =

1

𝑖𝑘0

𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑧

;

𝐸𝑧 =
1

𝑖𝑘0𝜀(𝑥)

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
; 𝐻𝑧 = − 1

𝑖𝑘0

𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑧

.

(10)
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𝐸𝑦(𝑥, 𝑧) и 𝐻𝑦(𝑥, 𝑧) удовлетворяют уравнениям:

1

𝜀(𝑥)

𝜕2𝐻𝑦

𝜕𝑧2
+

𝜕

𝜕𝑥

(︂
1

𝜀(𝑥)

𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑘20𝜀(𝑥)𝐻𝑦 = 0, (11)

𝜕2𝐸𝑦
𝜕𝑧2

+
𝜕2𝐸𝑦
𝜕𝑥2

+ 𝑘20𝜀(𝑥)𝐸𝑦 = 0. (12)

В случае 𝑇𝑀 поляризации падающей, отражённых и прошедших волн, ком-
поненты 𝐸𝑦 = 𝐻𝑥 = 𝐻𝑧 = 0, а ненулевые компоненты 𝐻𝑦, 𝐸𝑥, 𝐸𝑧, а значит и
уравнение (11), полностью описывают электромагнитное поле. Аналогично, урав-
нение (12) описывает электромагнитное поле для случая 𝑇𝐸 поляризации, тогда
𝐸𝑥 = 𝐸𝑧 = 𝐻𝑦 = 0, а 𝐸𝑦 ̸= 0, 𝐻𝑥 ̸= 0, 𝐻𝑧 ̸= 0.

Рассмотрим алгоритм нахождения амплитудных коэффициентов Релея для
случая падения 𝑇𝐸 поляризованной плоской монохроматической волны на одно-
мерную бинарную решётку [1, 23].

В области 1 поле описываем при помощи разложения Релея:

𝐸𝑦 (𝑥, 𝑧) = 𝑒𝑖(𝛼0𝑥−𝛾0𝑧) +

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑅𝑛𝑒
𝑖(𝛼𝑛𝑥+𝛾0𝑧),

𝛼𝑛 = 𝑘0 sin 𝜃 + 𝑛
2𝜋

𝑑
, 𝛾𝑛 =

√︁
𝑘20 − 𝛼2

𝑛, 𝑧 < 0.

(13)

Первое слагаемое представляет собой поле падающей волны с единичной ампли-
тудой, второе — набор отражённых волн, 𝑅𝑛 — амплитудные коэффициенты от-
ражения Релея. Поле в области 3, где присутствует только набор прошедших
мод:

𝐸𝑦 (𝑥, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑇𝑛𝑒
𝑖(𝛼𝑛𝑥−̃︀𝛾𝑛𝑧), ̃︀𝛾𝑛 =

√︁
𝑘20𝜀3 − 𝛼2

𝑛, 𝑧 > 𝑑, (14)

где 𝑇𝑛 — амплитудные коэффициенты пропускания Релея.
В зоне модуляции электромагнитное поле описывается уравнением (12), его

решение согласно теореме Флоке–Блоха:

𝐸𝑦 (𝑥, 𝑧) =

∞∑︁
𝑚=−∞

𝐸𝑚 (𝑧) 𝑒𝑖𝛼𝑚𝑥, 𝛼𝑚 = 𝛼0 +
2𝜋𝑚

𝑑
, 𝛼0 = 𝑘0 sin 𝜃. (15)

Функция 𝑘2(𝑥) = 𝑘20𝜀(𝑥) также является периодической по координате 𝑥, и её
можно представить в виде ряда Фурье:

𝑘2 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖 2𝜋𝑑 𝑛𝑥. (16)

Коэффициенты разложения 𝑐𝑛 можно вычислить при помощи непосредствен-
ного интегрирования.

Теперь выражения (15), (16) и полученные коэффициенты можно подставить
в уравнение (12) и после некоторых преобразований получить систему линейных
дифференциальных уравнений [23]:

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

𝜕2𝐸𝑚 (𝑥)

𝜕𝑧2
𝑒𝑖𝛼𝑚𝑥 −

𝑁∑︁
𝑚=−𝑁

𝛼2
𝑚𝐸𝑚 (𝑥) 𝑒𝑖𝛼𝑚𝑥 =

= −
𝑁∑︁

𝑙=−𝑁

𝐸𝑙 (𝑥) 𝑒
𝑖𝛼𝑙𝑥

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑒
𝑖 2𝜋𝑑 𝑛𝑥. (17)
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Для получения конечного размера системы (17) используется метод Галёрки-
на [24–26] и учитываются ограничения на 𝑁 согласно модифицированной гипоте-
зе Релея [12, 13]. Для однозначного разрешения системы (17) необходимо ввести
2𝑁 +1 векторов граничных условий (8) на верхней границе и 2𝑁 +1 векторов на
нижней границе. Полученное решение полностью описывает электромагнитное
поле поляризации внутри модулированной области, что позволяет найти ампли-
тудные коэффициенты Релея [23].

Рассмотренный алгоритм можно применять также и для 𝑇𝑀 поляризованных
волн. В этом случае для описания электромагнитного поля в зоне модуляции
решается уравнение (11).

5. Коническая дифракция

Если проекция волнового вектора на плоскость решётки не перпендикулярна
её «штрихам» (рис. 3), то векторы отражённых и прошедших волн будут лежать
на поверхности конуса с главной осью, перпендикулярной плоскости решётки [27].

Рис. 3. Коническая дифракция

Используя формулы разложения Релея и учитывая, что согласно постанов-
ке задачи волновые векторы падающей, отражённых и прошедших волн будут
иметь ненулевые проекции на все три координатные оси, запишем выражения
для электромагнитных полей в областях 1 и 3. В области 1:

E(1) = 𝑒−𝑖(𝑘0𝑥𝑥+𝑘0𝑦𝑦+𝑘
(𝐼)
𝑧 𝑧) +

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑅𝑛𝑒
−𝑖(𝑘𝑥𝑛𝑥+𝑘𝑦𝑦−𝑘(𝐼)𝑛,𝑧𝑧), 𝑧 < 0. (18)

В области 3:

E(3) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑇𝑛𝑒
−𝑖(𝑘𝑥𝑛𝑥+𝑘𝑦𝑦+𝑘

(𝐼𝐼𝐼)
𝑛,𝑧 𝑑), 𝑧 > 𝑎. (19)

Также необходимо записать выражение для разложения в ряд Фурье диэлек-
трической проницаемости, периодичной по 𝑥. Независимо от поляризации пада-
ющей волны, отражённые и прошедшие моды имеют вклады различных поля-
ризаций, и поэтому помимо разложения в ряд Фурье функции диэлектрической
проницаемости 𝜀(𝑥) также необходимо записать разложение для функции 𝜀−1(𝑥),
которая фигурирует в (11) для 𝑇𝑀 поляризованных волн:

𝜀(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜀𝑛 𝑒
𝑛 2𝜋

𝑑 𝑖𝑥,
1

𝜀(𝑥)
=

∞∑︁
𝑛=−∞

𝜀𝑛𝑒
𝑖 2𝜋𝑑 𝑛𝑥. (20)
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Чтобы получить систему дифференциальных уравнений для описания поля
в зоне модуляции, необходимо провести рассуждения, аналогичные представлен-
ным для 𝑇𝐸 поляризованных волн. Отличие заключается в необходимости сов-
местного решения уравнений (11) и (12) либо аналогичной системы из четырёх
дифференциальных уравнений первого порядка. Вводя векторы граничных усло-
вий непрерывности тангенциальных компонент полей, можно получить систему
алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов Релея каждой поля-
ризации: 𝑅𝑇𝐸 , 𝑅𝑇𝑀 , 𝑇𝑇𝐸 , 𝑇𝑇𝑀 .

6. Примеры вычислений

Рассмотренные выше алгоритмы имеют устойчивую численную реализацию в
программном комплексе, разработанном в лаборатории «Оптика наноструктур»
кафедры систем телекоммуникаций РУДН. Ниже представлен пример численного
решения задачи с использованием разработанного программного обеспечения.

На рис. 4 показана рассчитанная зависимость энергетических коэффициентов
одномерной бинарной дифракционной решётки от угла падения на неё волны,
случай плоской дифракции. Период решётки 200 нм, ширина штриха 100 нм,
высота 160 нм. Волна падает на решётку из среды с показателем преломления
𝑛 = 1, решётка сделана из материала с показателем преломления 𝑛 = 1, 51, волна
проходит в среду с показателем преломления 𝑛 = 1, 33.

Рис. 4. Пример расчёта для случая плоской дифракции

На рис. 5 приведены результаты расчёта зависимости коэффициентов отра-
жения и пропускания одномерной бинарной дифракционной решётки от высоты
штрихов в случае конической дифракции. Период решётки 200 нм, ширина штри-
ха 100 нм, угол 𝜓 = 45∘. Волна падает на решётку из среды с показателем прелом-
ления 𝑛 = 1, решётка сделана из материала с показателем преломления 𝑛 = 1, 51,
волна проходит в среду с показателем преломления 𝑛 = 1, 51.

Рис. 5. Пример расчёта для случая конической дифракции
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7. Дифракция на решётках, состоящих из
анизотропных материалов

Материалы, обладающие свойствами оптической анизотропии, проявляют во
взаимодействии со световыми волнами интересные свойства — двойное лучепре-
ломление, изменение поляризации и другие [18, 21, 28]. Для моделирования вза-
имодействия световых волн с оптическими системами, состоящими из однород-
ных анизотропных материалов, разработано несколько устойчивых методов, сре-
ди них — метод Берремана [29,30], метод Джонса [31], метод Мюллера [31], точный
метод был предложен автором в [32]. Дифференциальная теория моделирования
субволновых решёток также была модифицирована для структур из анизотроп-
ного материала [20].

Для оптически анизотропной среды характерна более сложная зависимость
между напряжённостью электрического поля и электрической индукцией:

�⃗� = 𝜀�⃗� (21)

где 𝜀 — тензор диэлектрической проницаемости.
Уравнения (3) необходимо переписать с учётом зависимости (21), и, проводя

рассуждения, аналогичные приведённым выше для разных случаев, можно полу-
чить систему дифференциальных уравнений для компонент поля, описывающую
распространение электромагнитной волны в зоне модуляции. Подробно алгоритм
решения этой задачи рассмотрен в работах [33–35].

8. Заключение

В работе были описаны алгоритмы решения задачи моделирования взаимодей-
ствия плоских электромагнитных монохроматических волн оптического диапазо-
на с периодическими структурами. В качестве примера рассмотрена одномерная
бинарная дифракционная решётка.
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The problem of propagation of a plane monochromatic linearly polarized electromagnetic
wave through a piecewise homogeneous dielectric structure (diffraction grating) without ab-
sorption, the characteristic dimensions of inhomogeneities is comparable with the wavelength
of optical radiation or less than it. The problem is solved for the polarization. The case of con-
ical diffraction is described, also the problem is formulated in the case of a lattice of optically
anisotropic material.
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