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В работе исследован алгоритм синтеза робастного регулятора на основе H-теории управ-

ления для стабилизации движения мотоцикла. Разработана модель объекта управления. В ка-

честве исполнительного механизма применяется гидроцилиндр с потенциометром обратной 

связи с токопроводящими обмотками. Для целей практической реализации регулятора учте-

на технологичность его конструкции.
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Введение. Интенсивность движения автотранспорта значительно возросла за 

последнее десятилетие. Высока популярность, особенно среди молодежи, мото-

циклов. Одной из причин высоких показателей аварийности является низкий 

уровень водительского мастерства. Принимая во внимание не самую высокую 

степень автоматизации систем управления мотоциклом, предлагается рассмотреть 

систему робастной стабилизации [1; 2] мотоцикла, вмешивающуюся в управление 

движением лишь на этапе тенденции к срыву в неустойчивость (падение мото-

цикла). Робастная стабилизация позволит повысить управляемость и безопасность 

езды. 

Модель объекта управления. В качестве расчетной модели объекта управления 

рассмотрим механическую систему [3], состоящую из дорожного полотна, перед-

него (ведомого) колеса с пневматической шиной, упруго подвешенного к корпу-

су мотоцикла и имеющего упругую связь с дорогой. Дорожное полотно взаимо-

действует с задним (ведущим) колесом без потери контакта. В качестве интере-

сующих нас координат объекта управления примем: δ — угол поворота 

переднего колеса вокруг вертикальной оси, вызванного поворотом руля, и ψ — угол 

поворота мотоцикла вокруг его горизонтальной оси. Схема объекта управления 

представлена на рис. 1. 
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Рис. 1. Схема объекта управления

Составим систему уравнений движения мотоцикла, опираясь на второй закон 

Ньютона:
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где m — масса мотоцикла с мотоциклистом; u — продольная скорость мотоцикла; v — по-

перечная скорость мотоцикла (скорость бокового сноса); ω — угловая скорость вращения 

мотоцикла вокруг вертикальной оси; Jz, Ju, Fu, Fv, Mz, Mu — моменты инерции, силы 

и моменты относительно осей соответственно; h — высота центра масс системы над до-

рогой; Ω — скорость собственного вращения колеса; Jk — момент инерции колеса отно-

сительно оси собственного вращения; Fair — сила аэродинамического сопротивления; a, 

b — расстояния от центра масс системы до оси переднего и заднего колеса соответствен-

но; g — ускорение свободного падения; Rδ — радиус кривизны траектории, который будем 

рассчитывать приближенно через кинематическую зависимость угла поворота руля и ге-

ометрических параметров мотоцикла.

Таким образом, Rδ = atg(δ/2).

Сигналами управления в модели будем считать: угол поворота руля δ(t) и мощ-

ность двигателя, преобразуемую в движущую силу, прикладываемую к заднему 

колесу Fu2, которая изменяется от нуля до максимума, соответствующего техни-

ческим характеристикам конкретного мотоцикла. Пренебрежем таким элементом 

управления, как смещение центра масс мотоциклиста для противодействия цен-
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тростремительному ускорению. Подобным приемом часто пользуются профес-

сиональные гонщики на специализированных трассах. Полагаем, что мотоци-

клист сам выбирает оптимальный наклон мотоцикла при прохождении поворота. 

Сила аэродинамического сопротивления вычисляется без учета бокового ветра: 

Fair = 1/2ρSu2,

где ρ — плотность воздуха; S — площадь лобовой поверхности.

Силы трения, возникающие в пятне контакта колеса с дорогой, зависят от 

скольжения σ. Считаем, что переднее и заднее колеса вращаются без проскаль-

зывания. Следовательно, скольжение вычисляется по формуле

+ ω + ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ = σ = δ − σ = σ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠1 1 2 20, tg , 0, tg .u v u v

v a v b

u u

Считаем, что движение происходит без заноса. Это приводит к тому, что по-

перечные силы трения, возникающие в пятне контакта, не превосходят силы тре-

ния покоя. Значение силы трения, возникающей в пятне контакта, вычисляем 

как силу трения покоя, отнесенной к весу пропорционально развесовке

( )= μ σ1 1 ,
ℓu u

amg
F

где ℓ — колесная база мотоцикла.

Значение коэффициента трения μ(σu1) является функцией скольжения.

Приведем систему уравнений движения к форме Коши:
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Рассмотрим подробнее из модели движения мотоцикла математическую мо-

дель переднего колеса с вилкой [4]:

 

δ = − δ − δ + − + Ωψ

ψ = − ψ − ψ − − − − Ωδ
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где J1, J2, h1, h2, c1, c2 — моменты инерции, коэффициенты демпфирования, коэффици-

енты жесткости рулевого управления и подвески мотоцикла, соответствующие измене-
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ниям координат δ и ψ; Fu1, Fv1, Fz1, Mzk, Muk — силы и моменты, возникающие в пятне 

контакта переднего колеса с дорогой по соответствующим осям; R — радиус переднего 

колеса; A, B — вынос пятна контакта относительно вертикальной оси вилки переднего 

колеса по соответствующим осям.

Распределенные силы в пятне контакта и, следовательно, составляющие глав-

ного вектора и главного момента в первом приближении приняты пропорцио-

нальными отклонениям δ и ψ. Поэтому представим их линейными зависимостя-

ми и получим линеаризованное представление (2) в виде передаточной функции:
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где Y(s) — преобразование Лапласа угла поворота δ(t) переднего колеса вокруг вертикаль-

ной оси; X(s) — преобразование Лапласа угла поворота мотоцикла ψ(t) вокруг его гори-

зонтальной оси.

Остальные параметры зависят от массогабаритных характеристик мотоцикла 

и приведены в [3; 4].

Исполнительный механизм. Одним из методов противостояния интенсивному 

колебательному процессу на руле (эффект шимми) является оснащение вилки 

переднего колеса демпфером с ручной регулировкой (рис. 2).

Рис. 2. Пример демпфера с ручной регулировкой упругости руля мотоцикла

Недостатком конструкции (см. рис. 2) является необходимость вручную (во 

время движения) изменять коэффициент демпфирования сообразно внешним 

воздействиям и манере движения. 

В качестве исполнительного механизма стабилизации используется гидравли-

ческий цилиндр [3], закрепленный на раме мотоцикла 4 и соединенный с втулкой 

передней вилки 3 (рис. 3). На гидроцилиндре установлен регулятор с потенцио-

метром обратной связи 2, содержащий подвижный контакт и токопроводящую 

обмотку. 
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Рис. 3. Закрепление исполнительного механизма на раме к передней вилке: 
1 — гидроцилиндр; 2 — регулятор; 3 — передняя вилка; 4 — рама мотоцикла

Разделение регулятора с потенциометром 2 и гидроцилиндра 1 за счет выпол-

нения резьбового соединения штока с поводком и установки регулировочных 

шайб между фланцем каркаса и крышкой позволяет проводить автономную ре-

гулировку и тарировку потенциометра при согласовании среднего положения 

поршня с нейтральным положением подвижного контакта на обмотке, что улуч-

шает технологичность сборки гидроцилиндра [6]. Поводок изготовлен в виде 

упругого стержня, один конец которого снабжен резьбой и размещен в резьбовом 

отверстии штока, а другой конец закреплен посредством шарнира. Регулировоч-

ные шайбы установлены между крышкой гидроцилиндра и привалочной плоско-

стью фланца потенциометра обратной связи [7].

Учет технологичности исполнительного механизма влияет на линейность и вы-

сокую точность отработки управляющих сигналов, что позволяет учитывать ис-

полнительный механизм как коэффициент усиления. 

Синтез робастного регулятора. В рамках представленного исследования и огра-

ничений модели [4] будем рассматривать сигнальную неопределенность в виде 

возмущающих воздействий, ограниченных по норме [5]. В качестве синтеза ис-

пользуем два независимых алгебраических уравнения Риккати [2]:

ATX + XA – X(B2B2
T – γ–2B1B1

T)X + C1
TC1 = 0,

AY + YAT – Y(C2
TC2 – γ–2C1

TC1)Y + B1B1
T = 0.

где A, B1,2, C1,2 — соответствующие матрицы в расширенном описании пространства со-

стояния [2] модели (3); γ — уровень толерантности; X, Y — решения соответствующих 

уравнений Риккати. 

Для поиска оптимального решения необходима итерационная процедура. Ал-

горитм формирования регулятора приведен в [2]. Для исключения итераций при 

расчете применяем субоптимальный алгоритм, который базируется на примене-

нии оценки уровня толерантности. Она показывает, что значение уровня для рас-

сматриваемого случая равно: lim γ = γ̂ < γopt, γ̂ = 2,52. Проведем оценку влияния 

выбора уровня толерантности. Для этого промоделируем реакцию на ступенчатое 
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воздействие на систему (3) для диапазона от γ̂ = 2,52 и выше с шагом 0,1. Резуль-

таты моделирования представлены на рис. 4, а. 

На рис. 4, б построены реакции на ступенчатое воздействие замкнутой систе-

мы с робастным регулятором, синтезированным для уровней толерантности γ̂ + Δ, 

принимающих значения от 0,1 и выше с шагом 0,1, для обратной передаточной 

функции, которая показывает, как передаются возмущения от угла поворота кор-

пуса на руль.
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Рис. 4. Иллюстрация влияния уровня толерантности γ 

На рис. 4, а видно, что рост уровня толерантности приводит к росту влияния 

вредных возмущений от поворота руля δ до поворота мотоцикла в вертикальной 

плоскости ψ. Рис. 4, б доказывает, что динамические свойства исходной системы 

нечувствительны к выбору уровня толерантности. Чем ближе уровень толерант-

ности к γ̂, тем эффективнее управление, т.е. меньше угол наклона мотоцикла при 

имитации внешнего воздействия.

Результаты моделирования. В пакете MATLAB создаем модель системы (1) и (3). 

Для линеаризованной модели (3) синтезируем робастный регулятор по алгорит-

му, указанному в [2]. Уровень толерантности назначаем γ̂. 
Для расчетной модели применяем параметры объекта управления: масса мо-

тоцикла и мотоциклиста 250 кг, начальная скорость 60 км/ч, база 1500 мм, высо-

та центра масс на дорогой 800 мм, мощность двигателя 45 кВт. Оценим реакцию 

системы (3) на ступенчатое и импульсное воздействия (рис. 5). 

Оценим, как ведет себя система (3) при воздействии С на рис. 6. Таким обра-

зом, мы получим имитацию воздействия шимми и протестируем, как ведет себя 

мотоцикл в период так называемой раскачки. Рассмотрим два варианта раскачки 

(рис. 6): рулем и корпусом.

Пунктирная линия на рис. 6, а соответствует критическим углам поворота кор-

пуса. Без регулятора раскачка приводит к падению мотоциклиста. На рис. 6, б 
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видно, что после боковой раскачки в системе без регулятора (А) возникает так 

называемый эффект шимми — автоколебания переднего колеса, передающиеся 

на руль.

0 1 2 3 4 5
0

5

10

15
Step Response

Time (sec)

A
m

p
lit

u
d

e

A

B

 

0 1 2 3 4 5
–60

–40

–20

0

20

40

60

80
Impulse Response

Time (sec)

A
m

p
lit

u
d

e

A

а б

Рис. 5. Реакция системы на воздействия: а — на «ступеньку», б — на «импульс» 
(А — реакция без регулятора; В — реакция с регулятором)
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Рис. 6. Реакция системы на раскачку: а — рулем, б — корпусом 
(А — реакция без регулятора; В — реакция с регулятором; С — входное воздействие)

Сравним реакцию исходной системы (1) с регулятором и без него (рис. 7, а). 

В качестве входного воздействия используем синусоидальные повороты руля. 

Проведем оценку применимости регулятора для исходной системы на случай 

стабилизации от бокового удара (рис. 7, б). Боковой удар промоделируем кратко-

временным (в течение 0,01 с) воздействием в виде момента силы на продольную 

ось мотоцикла.
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Рис. 7. Реакция исходной системы: а — на раскачку рулем, б — на боковой удар 
(А — реакция без регулятора; В — реакция с регулятором)

Из рис. 7, а видно, что применение регулятора позволяет провести поворот на 

углах, близких к критическому, и не перекладывать вес для сохранения стабиль-

ного движения в случае отсутствия регулятора. На рис. 7, б показано, что регуля-

тор позволяет эффективнее парировать боковой удар за счет дополнительного 

автоматического воздействия рулем, а при отсутствии регулятора боковой удар 

выводит угол наклона мотоцикла почти до 25° в течение 1 с.

Выводы. Проведен синтез робастного регулятора для стабилизации движения 

мотоцикла. Особенностью данного объекта управления является его исходная 

неустойчивость: центр масс выше точки опоры, ведущее колесо находится по-

зади центра масс. В результате сравнения реакций системы, полученных в ходе 

моделирования, установлено, что без регулятора система неустойчива, а с робаст-

ным регулятором – устойчива. При этом в качестве возмущения выбран сигнал, 

про который сделано предположение лишь о норме. 

Результаты исследования (см. рис. 5—7) показали возможность синтеза субоп-

тимального робастного H-решения для сложного неустойчивого объекта управ-

ления — двухколесного мотоцикла. Применение представленного подхода к вы-

бору соответствующего уровня толерантности для синтеза робастного регулято-

ра делает систему нечувствительной к возмущениям.
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