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1. Введение

В данной статье рассматривается пространство потенциалов H𝐺
𝐸(R𝑛):

H𝐺
𝐸(R𝑛) =

{︁
𝑈 = 𝐺 * 𝑓 : 𝑓 ∈ E(R𝑛)

}︁
,

где 𝐸 — перестановочно инвариантное пространство (кратко: ПИП). Здесь мы по-
дробно выделяем случай, когда в качестве базового ПИП выступает пространство
𝐿1(R𝑛).

Сформулирована теорема об оптимальном вложении, и приведено доказатель-
ство для случая потенциалов типа Рисса при 1 < 𝑝 <∞. Случай, когда 1 < 𝑝 <∞
для оптимального вложения потенциалов типа Бесселя и критерии вложения бу-
дут рассмотрены во второй части статьи.

Главной целью этой работы является получение конструктивных критериев
вложения в ПИП и явных описаний оптимальных ПИП для вложений потенциа-
лов типа Бесселя и типа Рисса.

Отметим, что в случае 𝑝 = 1 ответы выглядят и получаются достаточно про-
сто. Для потенциалов типа Рисса оптимальным ПИП оказывается обобщённое
пространство Марцинкевича M𝜙(R𝑛) с весовой функцией 𝜙, определённой по яд-
ру 𝐺. Для потенциалов типа Бесселя оптимальным будет пересечение M𝜙(R𝑛) ∩
𝐿1(R𝑛). Там же установлены эффективные критерии вложений потенциалов в
общие ПИП.

2. Вспомогательные определения. Потенциалы типа
Бесселя и типа Рисса

Пространством потенциалов H𝐺
𝐸(R𝑛) называется:

H𝐺
𝐸(R𝑛) =

{︁
𝑈 = 𝐺 * 𝑓 : 𝑓 ∈ E(R𝑛)

}︁
,

‖𝑈‖H𝐺
𝐸(R𝑛) = inf

{︁
‖𝑓‖𝐸 : 𝑓 ∈ E(R𝑛) : 𝐺 * 𝑓 = 𝑈

}︁
,

E(R𝑛) — перестановочно инвариантное пространство (кратко: ПИП). Мы исполь-
зуем аксиоматику, развитую К. Беннетом и Р. Шарпли [1].
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Всюду в этой работе E = E(R𝑛) ПИП, E′ = E′(R𝑛) ассоциированное ПИП, а̃︀E = ̃︀E(R+) и ̃︁E′ =̃︁E′(R+) — их представления Люксембурга, т.е. такие ПИП, что

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓*‖ ̃︀𝐸 , ‖𝑔‖𝐸′ = ‖𝑔*‖̃︁𝐸′ ,

𝑓* — убывающая перестановка функции 𝑓 (неотрицательная, убывающая, непре-
рывная справа функция на R+: 𝜇𝑛{𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑓(𝑥)| > 𝑦} = 𝜇1{𝑡 ∈ R+ : 𝑓*(𝑡) > 𝑦} [2].

Определим класс монотонных функций. Функция Φ : (0, 𝑅) → R+ принадле-
жит Jn(𝑅), если выполнены следующие условия:
1) Φ — убывает и непрерывна на (0, 𝑅);

2) существует постоянная 𝑐 ∈ R+, т.ч.
𝑟∫︁

0

Φ(𝜌)𝜌𝑛−1d𝜌 6 𝑐Φ(𝑟)𝑟𝑛, 𝑟 ∈ (0, 𝑅).

Пусть Φ ∈ Jn(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆∞(Φ), если 𝐺#(𝜌) ∼= Φ(𝜌), 𝜌 = |𝑥| ∈ R+.
Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0

∞(Φ), если 𝐺(𝑥) ∼= Φ(𝜌), 𝜌 = |𝑥| ∈ R+, где 𝐺# — симмет-
ричная перестановка функции 𝐺, т.е. радиально симметричная неотрицательная
убывающая и непрерывная справа функция, равноизмеримая с 𝐺.

Пусть 𝑅 ∈ R+, Φ ∈ Jn(𝑅), 𝑋 = 𝑋(R𝑛) ПИП. Тогда 𝐺 ∈ 𝑆𝑅(Φ;𝑋), если
(𝐺0

𝑅)
#(𝜌) ∼= Φ(𝜌), 𝜌 ∈ (0;𝑅), 𝐺1

𝑅 ∈ 𝑋(R𝑛), где 𝐺0
𝑅 = 𝐺𝜒𝐵𝑅

, 𝐺1
𝑅 = 𝐺𝜒R𝑛∖𝐵𝑅

.
Дадим теперь определение обобщённых потенциалов типа Рисса и типа Бес-

селя.

Определение 1. Пусть 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(Φ), тогда потенциалы H𝐺

𝐸(R𝑛) называются
обобщёнными потенциалами типа Рисса [3–5].

Определение 2. Пусть 𝑅 ∈ R+, Φ ∈ Jn(𝑅) и 𝐺 ∈ 𝑆0
𝑅(Φ;𝐿1 ∩ E′);

∫︁
R

𝐺d𝑥 ̸= 0.

Тогда 𝑈 называют обобщёнными потенциалами типа Бесселя [3–5].

3. Общие теоремы

Для 𝑡, 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) определим 𝜙(𝜏) = Φ

(︃(︁
𝜏/V𝑛

)︁1/𝑛)︃
∈ J1(𝑇 ). Определим опе-

ратор R𝜙,𝑇 :

R𝜙,𝑇 (𝑔; 𝑡) =

𝑇∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡; 𝜏)𝑔(𝜏)d𝜏 ; 𝑓𝜙(𝑡; 𝜏) = min{𝜙(𝑡), 𝜙(𝜏)}. (1)

Сформулируем критерии вложений потенциалов в ПИП:

H𝐺
𝐿𝑝

(R𝑛) ⊂ X(R𝑛). (2)

При 1 6 𝑝 <∞ полагаем, как обычно,
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1.

Теорема 1.
1. Для потенциалов Рисса вложение (2) эквивалентно ограниченности опера-

тора
R𝜙,∞ : 𝐿𝑝(R+) → ̃︀X(R+). (3)

2. Для потенциалов типа Бесселя каждое из следующих условий необходимо,
а их совокупность достаточна для вложения (2):
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а) ограничен оператор

R𝜙,𝑇 : 𝐿𝑝(0, 𝑇 ) → ̃︀X(0, 𝑇 ), (4)

где 𝑇 = V𝑛(𝑅/2)
𝑛;

б) имеет место вложение

𝐿𝑝(R𝑛) ∩ 𝐿∞(R𝑛) ⊂ X(R𝑛). (5)

Замечание 1. Для потенциалов типа Рисса вложение

H𝐺
𝐿𝑝

(R𝑛) ⊂ 𝐿1(R𝑛) + 𝐿∞(R𝑛) (6)

эквивалентно условию 𝜙 ∈ 𝐿𝑝′(𝑡,∞), 𝑡 ∈ R+ (для разных 𝑡 ∈ R+ условия эквива-
лентны). При нарушении этого условия пространство H𝐺

𝐿𝑝
(R𝑛) не вложено ни в

одно ПИП.
Введём оболочку локального роста 𝜆𝐻(𝑡) = sup{𝑈*(𝑡) : ‖𝑈‖H𝐺

𝐿𝑝
(R𝑛) 6 1}.

Теорема 2.
1. При 𝑇 = ∞ для потенциалов типа Рисса, 𝑇 = V𝑛(𝑅/2)

𝑛 ∈ R+ для потен-
циалов типа Бесселя имеет место эквивалентность

H𝐺
𝐿𝑝

(R𝑛) ⊂ 𝐿∞(R𝑛) ⇔ 𝜙 ∈ 𝐿𝑝′(0, 𝑇 ). (7)

2. Для оболочки локального роста 𝜆𝐻(𝑡) справедлива двусторонняя оценка

𝜆H(𝑡) ∼= 𝜙(𝑡)𝑡1/𝑝
′
+

(︃ 𝑇∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑝
′
d𝜏

)︃1/𝑝′

, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ). (8)

Замечание 2. При 𝑇 = ∞ и любых 𝑡 ∈ R+ для потенциалов типа Рисса или
при 𝑇 ∈ R+, 𝑡 ∈ (0, 𝑇/2] для потенциалов типа Бесселя справедлива оценка

𝜆H(𝑡) ∼=

(︃ 𝑇∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑝
′
d𝜏

)︃1/𝑝′

. (9)

Действительно, в этих условиях из свойств 𝜙 ∈ J1(𝑇 ) следует, что

𝑇∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑝
′
d𝜏 >

2𝑡∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑝
′
d𝜏 > 𝜙(2𝑡)𝑝

′
𝑡 ∼= 𝜙(𝑡)𝑝

′
𝑡.

Таким образом, первое слагаемое в (8) поглощается вторым, и мы приходим к
оценке (9).

Рассмотрим норму

||𝑓 ||̃︁X0(0,𝑇 )
= sup

{︁ 𝑇∫︁
0

𝑓*𝑔*d𝑡 : 𝑔 ∈ 𝐿0(0, 𝑇 ); ||RΦ,𝑇 (𝑔
*)||𝐿𝑝′(0,𝑇 ) 6 1

}︁
. (10)

Теорема 3.
1. Для потенциалов типа Рисса оптимальное ПИП X0 = X0(R𝑛) для вло-

жения (2) имеет эквивалентную норму (10) с 𝑇 = ∞ (в представлении
Люксембурга).
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2. Для потенциалов типа Бесселя оптимальное ПИП X0 = X0(R𝑛) имеет
эквивалентную норму

||𝑓 ||̃︁X0(R+)
= ||𝑓 ||̃︁X0(0,𝑇 )

+ ||𝑓 ||𝐿𝑝(R+). (11)

Цель дальнейших рассмотрений — придать ответам, приведённым в теоре-
мах 1, 3, явную конструктивную форму.

4. Оптимальные вложения при 𝑝 = 1

Пусть 𝑇 ∈ (0,∞], 𝜙 ∈ J1(𝑇 ). Если 𝑇 ∈ R+, то считаем в этом разделе, что 𝜙
продолжена постоянной с (0, 𝑇 ] на R+ : 𝜙(𝑡) = 𝜙(𝑇 ), 𝑡 > 𝑇 . Тогда продолженная
функция 𝜙 ∈ J1(∞). Рассмотрим пространство Марцинкевича M𝜙(R𝑛) с нормой:

||𝑓 ||M𝜙 = ||𝑓*||̃︂M𝜙(R+)
= sup

𝑡>0

[︀
𝑓**(𝑡)𝜙(𝑡)−1

]︀
. (12)

Замечание 3. При 𝜙 ∈ J1(∞) имеет место эквивалентность

||𝑓 ||M𝜙
∼= A𝜙 ≡ sup

𝑡>0

[︀
𝑓*(𝑡)𝜙(𝑡)−1

]︀
. (13)

Действительно, так как 𝑓* 6 𝑓**, то A𝜙 6 ||𝑓 ||M𝜙 . Обратно, если A𝜙 <∞, то
𝑓*(𝜏) 6 A𝜙𝜙(𝜏), так что при 𝜙 ∈ J1(∞)

𝑓** = 𝑡−1

𝑡∫︁
0

𝑓*d𝜏 6 A𝜙𝑡
−1

𝑡∫︁
0

𝜙d𝜏 6 𝑐A𝜙𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ R+.

Поэтому ||𝑓 ||M𝜙 6 𝑐A𝜙, что и даёт требуемую эквивалентность.

Теорема 4.
1. Для потенциалов типа Бесселя и типа Рисса при 𝑝 = 1 критерии вложений

в ПИП имеют вид

H𝐺
𝐿1

⊂ X(R𝑛) ⇔ 𝜙 ∈ ̃︀X(0, 𝑇 ) (14)

(здесь 𝑇 = ∞ для потенциалов Рисса, 𝑇 = V𝑛(𝑅/2)
𝑛 для потенциалов типа

Бесселя).
2. Оптимальное ПИП X0(R𝑛) для вложения (14) в случае потенциалов ти-

па Рисса совпадает с M𝜙(R𝑛), а в случае потенциалов типа Бесселя оно
совпадает с пересечением M𝜙(R𝑛) ∩ 𝐿1(R𝑛) с нормой

||𝑓 ||X0 = ||𝑓 ||M𝜙 + ||𝑓 ||𝐿1 . (15)

Пример 1. Для классических потенциалов Рисса здесь следует положить

𝑇 = ∞, 𝜙(𝑡) = 𝑡𝛼/𝑛−1, 0 < 𝛼 < 𝑛. (16)

Например, при X(R𝑛) = 𝐿𝑞(R𝑛) имеем ̃︀X(R+) = 𝐿𝑞(R+), так что условие (14) с
𝑇 = ∞ не выполнено ни при каком 𝑞 ∈ [1,∞].

Пример 2. Для классических потенциалов Бесселя можем считать здесь 𝑇 = 1;

𝜙(𝑡) = 𝑡𝛼/𝑛−1, 𝛼 ∈ (0, 𝑛); 𝜙(𝑡) = ln
𝑒𝑇

𝑡
, 𝛼 = 𝑛;

𝜙(𝑡) = 1, 𝛼 > 𝑛 при 𝑡 ∈ (0, 1],
(17)
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𝜙(𝑡) = 1, 𝑡 > 1. В случае 𝛼 > 𝑛 это означает, что пространство потенциалов
Бесселя вложено в любое ПИП, а оптимальным ПИП является X0 = 𝐿1 ∩ 𝐿∞.
В частности, при X(R𝑛) = 𝐿𝑞(R𝑛) (14) ⇔ 𝛼 > 𝑛(1− 1/𝑞).

Пример 3. Важные примеры ПИП дают весовые пространства Лоренца Λ𝑞(𝜔)
и Γ𝑞(𝜔), где 𝜔 > 0 — измеримая функция (вес), 1 6 𝑞 6 ∞:

||𝑓 ||Λ𝑞(𝜔) = ||𝑓*𝜔||𝐿𝑞(R+); ||𝑓 ||Γ𝑞(𝜔) = ||𝑓**𝜔||𝐿𝑞(R+). (18)

В рамках теории ПИП требуется, чтобы эти пространства содержали характе-
ристические функции множеств конечной меры. Для Λ𝑞(𝜔) это требование экви-
валентно конечности первого слагаемого, а для Γ𝑞(𝜔) — суммы обоих слагаемых
в (19):

||𝜔||𝐿𝑞(0,𝑡) + 𝑡||𝜏−1𝜔||𝐿𝑞(𝑡,∞) <∞, 𝑡 ∈ (R+). (19)

Поскольку 𝑓** > 𝑓*, то всегда Γ𝑞(𝜔) ⊂ Λ𝑞(𝜔), причём в общем случае эти про-
странства различны. Для их совпадения необходимо и достаточно, чтобы второе
слагаемое в (19) оценивалось сверху первым. Однако, при 𝜙 ∈ J1(𝑇 ) в виду соот-
ношений 𝜙** ∼= 𝜙* = 𝜙, критерии (14) для них формулируются одинаково (𝑇 = ∞
для потенциалов типа Рисса)

H𝐺
𝐿1
(R𝑛) ⊂ Λ𝑞(𝜔) ⇔ H𝐺

𝐿1
(R𝑛) ⊂ Γ𝑞(𝜔) ⇔ ||𝜙𝜔||𝐿𝑞(0,𝑇 ) <∞. (20)

5. Обоснование теоремы 4

Лемма 1. Пусть 𝑇 ∈ (0,∞], 𝑋(0, 𝑇 )− банахово функциональное простран-
ство (БФП), 𝜙 ∈ J1(𝑇 ). Тогда для оператора R𝜙,𝑇 (1)

||R𝜙,𝑇 || := ||R𝜙,𝑇 ||𝐿1(0,𝑇 )→𝑋(0,𝑇 ) = ||𝜙||𝑋(0,𝑇 ). (21)

Доказательство (леммы 1).
1. Поскольку 0 6 𝑓𝜙(𝑡; 𝜏) 6 𝜙(𝑡), то в силу (1)

|R𝜙,𝑇 (𝑔; 𝑡)| 6 R𝜙,𝑇 (|𝑔|, 𝑡) 6 𝜙(𝑡)

𝑇∫︁
0

|𝑔(𝜏)|d𝜏,

так что для БФП в силу монотонности нормы:

||R𝜙,𝑇 (𝑔)||𝑋(0,𝑇 ) 6 ||𝜙||𝑋(0;𝑇 ) · ||𝑔||𝐿1(0,𝑇 ),

откуда
||R𝜙,𝑇 || 6 ||𝜙||𝑋(0,𝑇 ). (22)

2. Получим обратное неравенство. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑇−1, 𝑔𝑛(𝜏) = 𝑛𝜒(0,1/𝑛)(𝜏),
𝜏 ∈ (0, 𝑇 );

𝜙𝑛(𝑡) = min{𝜙(1/𝑛);𝜙(𝑡)} =

{︂
𝜙(1/𝑛), 𝑡 ∈ (0, 1/𝑛],

𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ (1/𝑛, 𝑇 ).

Тогда

R𝜙,𝑇 (𝑔𝑛, 𝑡) = 𝑛

1/𝑛∫︁
0

min{𝜙(𝑡);𝜙(𝜏)}d𝜏 > 𝜙𝑛(𝑡). (23)
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Действительно, при 𝑡 ∈ (0, 1/𝑛] имеем в силу убывания 𝜙:

R𝜙,𝑇 (𝑔𝑛, 𝑡) > 𝑛

1/𝑛∫︁
0

𝜙(1/𝑛)d𝜏 = 𝜙(1/𝑛) = 𝜙𝑛(𝑡).

Если же 𝑡 ∈ (1/𝑛, 𝑇 ), то при 𝜏 ∈ (0, 1/𝑛) имеем min{𝜙(𝑡);𝜙(𝜏)} = 𝜙(𝑡), так
что

R𝜙,𝑇 (𝑔𝑛, 𝑡) = 𝑛

1/𝑛∫︁
0

𝜙(𝑡)d𝜏 = 𝜙(𝑡) = 𝜙𝑛(𝑡).

Итак, верно (23), причём ||𝑔𝑛||𝐿1(0,𝑇 ) = 1. Поэтому

||R𝜙,𝑇 || > sup
𝑛>𝑇−1

||R𝜙,𝑇 (𝑔𝑛)||𝑋(0,𝑇 ) > sup
𝑛>𝑇−1

||𝜙𝑛||𝑋(0,𝑇 ).

Но 0 6 𝜙𝑛 ↑ 𝜙(𝑛 ↑ ∞) и в силу известных свойств БФП

||𝜙𝑛||𝑋(0,𝑇 ) ↑ ||𝜙||𝑋(0,𝑇 ) (𝑛 ↑ ∞).

Итак, ||R𝜙,𝑇 || > ||𝜙||𝑋(0,𝑇 ). Вместе с (23) это даёт равенство (1). Лемма 1
доказана. �

Доказательство (теоремы 4).
А. Докажем эквивалентность (14). Согласно теореме 4 для потенциалов типа

Рисса вложение (2) эквивалентно условию (3) при 𝑝 = 1, а оно, по лемме 1,
эквивалентно тому, что 𝜙 ∈ ̃︀𝑋(0,∞). Для потенциалов типа Бесселя вложение (2)
эквивалентно совокупности условий (4) и (5) с 𝑝 = 1. По лемме 1 условие (4)
эквивалентно тому, что 𝜙 ∈ ̃︀𝑋(0, 𝑇 ). Условие (5) с 𝑝 = 1 выполнено для любого
ПИП 𝑋(R𝑛), поскольку 𝐿1 ∩ 𝐿∞ есть самое узкое ПИП. Итак, эквивалентность
(14) имеет место и для потенциалов типа Рисса (с 𝑇 = ∞) и для потенциалов
типа Бесселя (с 𝑇 ∈ R+).

В1. Покажем, что 𝑋0(R𝑛) = M𝜙(R𝑛) оптимально для вложения в (14) в случае
потенциалов типа Рисса. Для 𝜙 ∈ J1(∞) имеем 𝜙** ∼= 𝜙* ∼= 𝜙, так что

||𝜙||̃︁𝑋0(R+)
= ||𝜙||̃︁M𝜙(R+)

= sup
𝑡>0

[︁
𝜙**(𝑡) · 𝜙(𝑡)−1

]︁
<∞. (24)

Согласно (14) это даст вложение

H𝐺
𝐿1
(R𝑛) ⊂ M𝜙(R𝑛). (25)

Далее, если есть вложение в (14) для некоторого ПИП 𝑋(R𝑛), то 𝜙 ∈ ̃︀𝑋(0,∞).
Тогда для любой функции 𝑓 ∈ M𝜙(R𝑛) получим из (12)

𝑓*(𝑡) 6 𝑓**(𝑡) 6 ||𝑓 ||M𝜙(R𝑛) · 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ (R+); (26)

откуда

||𝑓 ||𝑋(R𝑛) = ||𝑓*|| ̃︀𝑋(0,∞)
6 ||𝑓 ||M𝜙 · ||𝜙|| ̃︀𝑋(0,∞), ∀𝑓 ∈ M𝜙(R𝑛).

Следовательно, 𝑋0(R𝑛) = M𝜙(R𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛), т.е. 𝑋0(R𝑛) — оптимальное ПИП для
потенциалов типа Рисса.



Гольдман М.Л., Гусельникова О.М. Оптимальные вложения потенциа‌ . . . 11

В2. Пусть теперь 𝑇 ∈ R+, т.е. речь идёт о потенциалах типа Бесселя. Для них
также установлена эквивалентность (14). Как в (24) получим, что

||𝜙||̃︁M𝜙(0,𝑇 )
= sup

𝑡∈(0,𝑇 )

[︁
𝜙**(𝑡) · 𝜙(𝑡)−1

]︁
<∞,

т.е. имеет место вложение (25). Кроме того, ядра обобщённых потенциалов Бессе-
ля и, в частности, ядра потенциалов типа Бесселя принадлежат 𝐿1(R𝑛). Из этого
следует, что H𝐺

𝐿1
(R𝑛) ⊂ 𝐿1(R𝑛).

В результате для потенциалов типа Бесселя имеет место вложение

H𝐺
𝐿1
(R𝑛) ⊂ 𝑋0(R𝑛) = M𝜙(R𝑛) ∩ 𝐿1(R𝑛).

Обратно, пусть справедливо вложение в (14) для некоторого ПИП 𝑋(R𝑛).
Нужно показать, что 𝑋0(R𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛). Согласно эквивалентности (14) имеем
𝜙 ∈ ̃︀𝑋(0, 𝑇 ). Кроме того, для любого ПИП 𝑋(R𝑛) имеет место вложение (5) с
𝑝 = 1, которое сопровождается оценкой с постоянной 𝜃𝑇 ∈ R+, не зависящей от 𝑓 :

||𝑓*|| ̃︀𝑋(𝑇,∞) 6 𝜃𝑇 ||𝑓*||𝐿1(R+).

Таким образом,

||𝑓*|| ̃︀𝑋(R+) 6 ||𝑓*|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ) + ||𝑓*|| ̃︀𝑋(𝑇,∞) 6 ||𝑓*|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ) + 𝜃𝑇 ||𝑓*||𝐿1(R+). (27)

Для 𝑓 ∈ 𝑋0(R𝑛) = M𝜙(R𝑛) ∩ 𝐿1(R𝑛) имеем, в частности, оценку (26), из
которой следует, что

||𝑓*|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ) 6 ||𝑓 ||M𝜙 · ||𝜙|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ).

Подставим эту оценку в (27):

||𝑓*|| ̃︀𝑋(R+) 6 max
{︁
||𝜙|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ); 𝜃𝑇

}︁
·
[︁
||𝑓 ||M𝜙 + ||𝑓 ||𝐿1

]︁
.

Итак, для 𝑓 ∈ 𝑋0(R𝑛))

||𝑓 ||𝑋 6 max
{︁
||𝜙|| ̃︀𝑋(0,𝑇 ); 𝜃𝑇

}︁
· ||𝑓 ||𝑋0

,

что доказывает вложение 𝑋0(R𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛). Таким образом, 𝑋0(R𝑛) — оптималь-
ное ПИП для вложения потенциалов типа Бесселя. Теорема 4 доказана. �

6. Оптимальные вложения при 1 < 𝑝 < ∞
Напомним, что всюду в этой работе 𝑇 = ∞ для потенциалов типа Рисса,

𝑇 = V𝑛(𝑅/2)
𝑛 ∈ R+ для потенциалов типа Бесселя.

Если выполнено условие 𝜙 ∈ 𝐿𝑝′(0, 𝑇 ), то согласно теореме 5 имеет место
вложение (7). Более того, для потенциалов типа Бесселя это условие означает,
что 𝐺 ∈ 𝐿1(R𝑛) ∩ 𝐿𝑝′(R𝑛), а тогда

H𝐺
𝐿𝑝

(R𝑛) ⊂ 𝐿𝑝(R𝑛) ∩ 𝐿∞(R𝑛), (28)

причём стоящее справа ПИП оптимально.
В то же время для потенциалов типа Бесселя

𝜙 ∈ J1(𝑇 ) ⇒ 𝜙 ∈ 𝐿𝑝′(𝑡, 𝑇 ), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
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Для потенциалов типа Рисса, если 𝜙 ̸∈ 𝐿𝑝′(𝑡,∞), 𝑡 ∈ R+, то пространство по-
тенциалов не вложено ни в одно ПИП, поэтому ниже мы будем предполагать,
что

𝜙 ∈ J1(𝑇 ) ∩ 𝐿𝑝′(𝑡, 𝑇 ), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ); 𝜙 ̸∈ 𝐿𝑝′(0, 𝑇 ) (29)

(при разных 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) для 𝜙 ∈ J1(𝑇 ) условия 𝜙 ∈ 𝐿𝑝′(𝑡, 𝑇 ) эквивалентны).
Обозначим

V∞(𝑡) = 𝜙(𝑡)𝑝
′−1
(︁ ∞∫︁

𝑡

𝜙𝑝′
d𝜏
)︁−1

, 𝑡 ∈ R+, (30)

а при 𝑇 ∈ R+

V𝑇 (𝑡) = 𝜙(𝑡)𝑝
′−1
(︁ 𝑇∫︁

𝑡

𝜙𝑝′
d𝜏
)︁−1

, 𝑡 ∈ (0, 𝑇/2]; V𝑇 (𝑡) = V𝑇 (𝑇/2), 𝑡 > 𝑇/2. (31)

Теорема 5. Пусть 1 < 𝑝 <∞ и выполнены условия (29). Тогда оптимальное
ПИП для вложения (2) имеет эквивалентную норму

||𝑓 ||̃︁X0(R+)
∼= ||𝑓 ||Γ𝑝(V𝑇 ) :=

(︃ ∞∫︁
0

[︁
𝑓**(𝑡)V𝑇 (𝑡)

]︁𝑝
d𝑡

)︃ 1
𝑝

. (32)

Кроме того, в условиях теоремы Γ𝑝(V𝑇 ) = Λ𝑝(V𝑇 ), так что эквивалентную
норму получим также, заменив в (32) 𝑓** на 𝑓*.

Замечание 4. Пусть 𝜙 кроме (29) удовлетворяет ещё условию

𝑇∫︁
𝑡

𝜙𝑝′
d𝜏 ∼= 𝜙(𝑡)𝑝

′
𝑡, 𝑡 ∈ (0, 𝑇/2). (33)

Тогда в описании (30)–(32)

V𝑇 (𝑡) ∼=
[︁
𝜙(𝑡)𝑡

]︁−1

, 𝑡 ∈ (0, 𝑇/2) (34)

эквивалентную норму получим, заменив здесь 𝑓** на 𝑓*.

Замечание 5. Для потенциалов типа Бесселя, в отличие от (11), в формуле
(32) отсутствует слагаемое ||𝑓 ||𝐿𝑝(R+). Дело в том, что в условиях теоремы 5 имеет
место вложение Γ𝑝(V𝑇 ) ⊂ 𝐿𝑝 (поскольку V𝑇 (𝑡) > 𝑐0 > 0, 𝑡 ∈ (R+)), так что
слагаемое поглощается нормой в правой части (32) и может быть опущено. Более
того, V𝑇 (+0) = ∞, так что указанное вложение строгое: Γ𝑝(V𝑇 ) ̸= 𝐿𝑝.

Доказательство (теоремы 5 для потенциалов типа Рисса).

1. Согласно теореме 3 эквивалентная норма в оптимальном ПИП для вложения
(2) имеет вид (10) с 𝑇 = ∞, причём в силу (1)

R𝜙,∞(𝑔*, 𝑡) = 𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏, 𝑡 ∈ R+. (35)
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Следовательно,

||R𝜙,∞(𝑔*)||𝐿𝑝′(R+)
∼=

(︃ ∞∫︁
0

𝜙(𝑡)𝑝
′
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑔*d𝜏
)︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

+

(︃ ∞∫︁
0

(︁ ∞∫︁
𝑡

𝜙𝑔*d𝜏
)︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

.

(36)
С учётом убывания 𝑔*, первое слагаемое в (36) оценивается снизу следующим
образом:(︃ ∞∫︁

0

𝜙(𝑡)𝑝
′
(︁ 𝑡∫︁

0

𝑔*d𝜏
)︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

>

(︃ ∞∫︁
0

[︁
𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡)𝑡

]︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

.

Второе слагаемое в (36) оценим сверху по неравенству Харди:(︃ ∞∫︁
0

(︁ ∞∫︁
𝑡

𝜙𝑔*d𝜏
)︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

6 𝑐𝑝

(︃ ∞∫︁
0

[︁
𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡)𝑡

]︁𝑝′

d𝑡

)︃1/𝑝′

.

Следовательно, второе слагаемое поглощается первым и

||R𝜙,∞(𝑔*)||𝐿𝑝′(R+)
∼=

(︃ ∞∫︁
0

(︁ 𝑡∫︁
0

𝑔*d𝜏
)︁𝑝′

𝜙(𝑡)𝑝
′
d𝑡

)︃1/𝑝′

= ||𝑔||Γ𝑝′(𝜐)
, (37)

где (см. (18))
𝜐(𝑡) = 𝑡𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ R+. (38)

Формула (10) показывает, что норма в оптимальном ПИП ̃︁𝑋0(R+) является
ассоциированной к норме (37), т.е.

||𝑓 ||̃︁𝑋0(R+)
∼= ||𝑓 ||[︁

Γ𝑝′(𝜐)

]︁′ , 1 < 𝑝 <∞. (39)

Наиболее удобная интегральная форма описания пространства, ассоцииро-
ванного с весовым пространством Лоренца с учётом наших обозначений (18)
и при выполнении условий (29) с 𝑇 = ∞, выглядит так:

||𝑓 ||[︁
Γ𝑝′(𝜐)

]︁′ ∼= (︃ 𝑡𝑝+𝑝′−1𝑓**(𝑡)𝑝 ·V(𝑡)

∞∫︁
𝑡

𝜏−𝑝′𝜐(𝜏)𝑝
′
d𝜏

(︁
V(𝑡) + 𝑡𝑝′

∞∫︁
𝑡

𝜏−𝑝′𝜐(𝜏)𝑝′d𝜏
)︁𝑝+1

d𝑡

)︃1/𝑝

, (40)

где

V(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜐𝑝
′
d𝜏 =

𝑡∫︁
0

[︁
𝜏𝜙(𝜏)

]︁𝑝′

d𝜏.

Ближайшая цель — упростить ответ (40), учитывая свойства функции 𝜙 ∈
J1(∞). Для неё 𝜏𝜙(𝜏) почти возрастает, так что

V(𝑡) 6 𝑐
[︁
𝑡𝜙(𝑡)

]︁𝑝′ 𝑡∫︁
0

d𝜏 ∼= 𝜙(𝑡)𝑝
′
𝑡1+𝑝′

, 𝑡 ∈ R+.
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Кроме того, для 𝜙 ∈ J1(∞) имеем 𝜙(𝜏) ∼= 𝜙(𝑡), 𝜏 ∈ [𝑡/2, 𝑡], так что

V(𝑡) >

𝑡∫︁
𝑡/2

[︁
𝜏𝜙(𝜏)

]︁𝑝′

∼= 𝜙(𝑡)𝑝
′
· 𝑡1+𝑝′

, 𝑡 ∈ R+.

В результате получим:

V(𝑡) ∼= 𝜙(𝑡)𝑝
′
· 𝑡1+𝑝′

, 𝑡 ∈ R+. (41)

Аналогично (см. (38))),

𝑡𝑝
′

∞∫︁
𝑡

𝜏−𝑝′
𝜐(𝜏)𝑝

′
d𝜏 > 𝑡𝑝

′
2𝑡∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑝
′
d𝜏 ∼= 𝜙(𝑡)𝑝

′
𝑡𝑝

′+1.

Следовательно, сумма в знаменателе (40) эквивалентна её второму слагае-
мому, так что

||𝑓 ||[︁
Γ𝑝′(𝜐)

]︁′ ∼= (︃ ∞∫︁
0

𝑓**(𝑡)𝑝V∞(𝑡)𝑝d𝑡

)︃1/𝑝

= ||𝑓 ||Γ𝑝(V∞),

где

V∞(𝑡)𝑝 ∼=
𝑡𝑝+𝑝′−1 ·V(𝑡)

𝑡𝑝′(𝑝+1) ·
(︁ ∞∫︁

𝑡

𝜙𝑝′d𝜏
)︁𝑝
.

Подставив сюда соотношение (41), получим, что

V∞(𝑡)𝑝 ∼= 𝜙(𝑡)𝑝
′
(︁ ∞∫︁

𝑡

𝜙𝑝′
d𝜏
)︁−𝑝

.

Это даёт описания (30), (32) с 𝑇 = ∞.
2. Проверим теперь равенство Γ𝑝(V∞) = Λ𝑝(V∞). Как отмечалось выше (см.

комментарии к формуле (19)), это равенство эквивалентно оценке: существу-
ет 𝑐 ∈ R+, такая что при 𝑇 = ∞

𝑡 ·

(︃ ∞∫︁
𝑡

[︁
V𝑇 (𝜏)𝜏

−1
]︁𝑝
d𝜏

)︃1/𝑝

6 𝑐
(︁ 𝑡∫︁

0

V𝑇 (𝜏)
𝑝d𝜏
)︁1/𝑝

, 𝑡 ∈ R+, (42)

которую нам и предстоит доказать. Она вытекает из следующей леммы.

Лемма 2. Пусть 1 < 𝑝 <∞; 𝑊 > 0 — измеримая функция на R+;

𝐴𝑝(𝑡) =

∞∫︁
𝑡

[︁
𝑊 (𝜏)𝜏−1

]︁𝑝
d𝜏 ; 𝐵𝑝(𝑡) = 𝑡−𝑝

𝑡∫︁
0

𝑊 𝑝d𝜏 ; 𝐷𝑝(𝑡) =

∞∫︁
𝑡

𝐵𝑝(𝜏)𝜏
−1d𝜏. (43)

1. Справедливо неравенство

𝐷𝑝(𝑡) > 𝑝−1𝐵𝑝(𝑡), 𝑡 ∈ R+. (44)
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2. Пусть при некоторых 𝜀 > 0, 𝑐0 ≥ 1, функция 𝐵𝑝(𝑡)𝑡
𝜀, 𝑐0 почти убывает на

R+, т.е.
𝐵𝑝(𝜏)𝜏

𝜀 6 𝑐0𝐵𝑝(𝑡)𝑡
𝜀, 0 < 𝑡 < 𝜏 <∞. (45)

Тогда
а)𝐷𝑝(𝑡) 6 𝑐0 · 𝜀−1𝐵𝑝(𝑡), 𝑡 ∈ R+, (46)

б)𝐴𝑝(𝑡) 6 𝑝 · 𝑐0 · 𝜀−1𝐵𝑝(𝑡), 𝑡 ∈ R+. (47)

Доказательство.
1. Оценка (44) очевидна:

𝐷𝑝(𝑡) =

∞∫︁
𝑡

(︁ 𝜏∫︁
0

𝑊 𝑝d𝜉
)︁
𝜏−𝑝−1d𝜏 >

𝑡∫︁
0

𝑊 𝑝d𝜉 ·
∞∫︁
𝑡

𝜏−𝑝−1d𝜏 = 𝑝−1𝐵𝑝(𝑡).

2. В условиях части 2 леммы имеем аналогично

𝐷𝑝(𝑡) =

∞∫︁
𝑡

𝐵𝑝(𝜏)𝜏
𝜀𝜏−𝜀−1d𝜏 6 𝑐0 ·𝐵𝑝(𝑡) · 𝑡𝜀

∞∫︁
𝑡

𝜏−𝜀−1d𝜏 = 𝑐0 · 𝜀−1 ·𝐵𝑝(𝑡),

что доказывает (46).
3. При выводе оценки (47) можем считать, что 𝐵𝑝(𝑡) <∞, 𝑡 ∈ R+ (иначе нечего

доказывать). Тогда и𝐷𝑝(𝑡) <∞, 𝑡 ∈ R+, откуда следует, что𝐷𝑝(+∞) = 0, так
что и 𝐵𝑝(+∞) = 0 (см. (44)). Поэтому, интегрируя 𝐴𝑝(𝑡) по частям, получим:

𝐴𝑝(𝑡) =

∞∫︁
𝑡

𝜏−𝑝d
(︁ 𝜏∫︁

0

𝑊 𝑝d𝜏
)︁
= −𝐵𝑝(𝑡) + 𝑝𝐷𝑝(𝑡) 6 𝑝𝐷𝑝(𝑡).

Вместе с (46) это неравенство даёт (47). Что и требовалось доказать. �

Следствие 1. Пусть 1 < 𝑝 <∞,
1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1; функция 𝜓 на R+ удовлетворяет

условиям:
1) 𝜓 ∈ 𝐿𝑝′(𝑡,∞), 𝑡 > 0; 𝜓 ̸∈ 𝐿𝑝′(0,∞); (48)

2) 0 < 𝜓(𝑡)𝑡 почти возрастает на R+.

Положим

𝑊 (𝑡) = 𝜓(𝑡)𝑝
′−1
(︁ ∞∫︁

𝑡

𝜓𝑝′
d𝜏
)︁−1

, 𝑡 ∈ R+. (49)

Тогда существует постоянная 𝑐 = 𝑐(𝑝) ∈ R+, такая что

𝑡 ·

(︃ ∞∫︁
𝑡

[︁
𝑊 (𝜏)𝜏−1

]︁𝑝
d𝜏

)︃1/𝑝

6 𝑐 ·

(︃ 𝑡∫︁
0

𝑊 (𝜏)d𝜏

)︃1/𝑝

. (50)

Доказательство. В условиях следствия 1 имеем:

𝑡∫︁
0

𝑊 𝑝d𝜏 =

𝑡∫︁
0

𝜓(𝜏)𝑝
′
(︁ ∞∫︁

𝜏

𝜓𝑝′
d𝜉
)︁−𝑝

d𝜏 =
1

𝑝− 1

(︁ ∞∫︁
𝑡

𝜓𝑝′
d𝜉
)︁1−𝑝

(при 𝑝 > 1 нижняя подстановка равна нулю).
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Итак, обозначив

𝜆(𝑡) = 𝑡𝑝
′−1

∞∫︁
𝑡

𝜓𝑝′
d𝜉,

имеем

𝑡𝑝−1𝐵𝑝(𝑡) = 𝑡−1

𝑡∫︁
0

𝑊 𝑝d𝜏 =
1

𝑝− 1
𝜆(𝑡)1−𝑝. (51)

Не ограничивая общности, можем считать, что 𝜓(𝑡)𝑡 возрастает на R+ (заме-
няя, если необходимо, функцию 𝜓 на эквивалентную ей, для которой это свойство
выполнено). Тогда

(𝑝′−1)

∞∫︁
𝑡

𝜓𝑝′
d𝜉 = (𝑝′−1)

∞∫︁
𝑡

[︁
𝜓(𝜉)𝜉

]︁𝑝′

·𝜉−𝑝′
d𝜉 > (𝑝′−1)

[︁
𝜓(𝑡)𝑡

]︁𝑝′ ∞∫︁
𝑡

𝜉−𝑝′
d𝜉 = 𝜓(𝑡)𝑝

′
·𝑡.

Отсюда следует, что

d𝜆

d𝑡
= 𝑡𝑝

′−2
[︁
(𝑝′ − 1)

∞∫︁
𝑡

𝜓𝑝′
d𝜉 − 𝜓(𝑡)𝑝

′
· 𝑡
]︁
> 0 ⇒ 𝜆(𝑡) ↑ .

Отсюда и из (51) следует, что при 𝜀 = 𝑝 − 1 > 0, 𝑡𝜀𝐵𝑝(𝑡) убывает, поэтому по
лемме 2 справедлива оценка (50). Что и требовалось доказать. �

Доказательство (оценки (42) при 𝑇 = ∞). В следствии положим 𝜓 = 𝜙,
где 𝜙 удовлетворяет условиям (29). В этом случае следствие применимо и да-
ёт оценку (50), причём из (30) и (49) видим, что 𝑊 = V∞). Тогда оценка (50)
совпадает с (42) при 𝑇 = ∞, что и требовалось доказать. �

Теорема 5 для потенциалов типа Рисса доказана. �

Некоторые из обсуждаемых в данной работе результатов были анонсированы
в [6,7]. Результаты данной работы обобщают и развивают результаты, полученные
в [8].
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