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1. Постановка задачи
Рассматривается управляемая система вида:{︂

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑓(𝑡, 𝑥1) + 𝑢,
(1)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], 𝑢(·) ∈ 𝐿1[𝑡0, 𝑇 ], |𝑢| 6 1, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅1.

Пусть заданы множества𝑀0 ⊂ 𝑅2 и𝑀1 ⊂ 𝑅2. 𝑀0 и𝑀1 — выпуклые компакты,
такие что 𝑖𝑛𝑡𝑀0 ̸= ∅ и 𝑖𝑛𝑡𝑀1 ̸= ∅.

Обозначим через 𝑃 — прямоугольник 𝑃 = {𝑥 : |𝑥1| 6 𝑎; |𝑥2| 6 𝑏}. Функция
𝑓(𝑡, 𝑥1) — непрерывна по совокупности переменных при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] и при 𝑥 ∈ 𝑃, не
возрастает по 𝑥1.

Задача I. Найти условия, при которых существует допустимое управление
𝑢(·) и 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] такое, что 𝑥(𝑡0) ∈𝑀0, 𝑥(𝑡1) ∈𝑀1, т.е. система (1) управляема из
𝑀0 в 𝑀1 за конечное время.

Для решения поставленной задачи используем следующую краевую задачу.

2. Вспомогательная краевая задача

Обозначим 𝑦 = 𝑥1, тогда 𝑦̇ = 𝑥2 и система (1) эквивалентна дифференциаль-
ному уравнению

𝑦 = 𝑓(𝑡, 𝑦) + 𝑢. (2)

По условию на функции 𝑓(𝑡, 𝑦) и 𝑢(𝑡), по теореме Пеано [1] решение зада-
чи Коши существует на некотором отрезке [𝑡0, 𝑡1], 𝑡1 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] , который и будет
рассматриваться в дальнейшем.

Пусть 𝑦(𝑡0) = 𝑦0; 𝑦̇(𝑡0) = 𝑦0, (𝑦0, 𝑦0) ∈𝑀0, следовательно, по условию на 𝑀0, 𝑦0
принадлежит отрезку, являющемуся проекцией множества 𝑀0 на ось 𝑂𝑥1. Пусть
𝑦1 принадлежит проекции множества 𝑀1 на ось 𝑂𝑥1.

Задача II. Найти условия существования решения для уравнения (2) следу-
ющей краевой задачи 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑦(𝑡1) = 𝑦1.

Для решения задачи II воспользуемся результатами, полученными в [2].
Рассмотрим функции 𝑦 = 𝑞(𝑡), 𝑦 = 𝑝(𝑡) такие, что{︂

𝑞 = 𝑓(𝑡, 𝑞(𝑡)) + 1,

𝑞(𝑡0) 6 𝑦0 6 𝑝(𝑡0).
(3)
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и {︂
𝑝 = 𝑓(𝑡, 𝑝(𝑡))− 1,

𝑞(𝑡1) 6 𝑦1 6 𝑝(𝑡1).
(4)

Так как 𝑓(𝑡, 𝑦 и 𝑢(𝑡) ограничены на 𝑃 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] , то решение (3) и (4) существу-
ет на одном и том же отрезке [𝑡0, 𝑡1] ⊂ [𝑡0, 𝑇 ]. При этом для любого допустимого
𝑢(·) при |𝑢| 6 1 выполнено {︂

𝑞(𝑡) > 𝑓(𝑡, 𝑞(𝑡)) + 𝑢(𝑡),

𝑝(𝑡) 6 𝑓(𝑡, 𝑝(𝑡)) + 𝑢(𝑡).
(5)

Пусть выполнено {︂
𝑞(𝑡0) 6 𝑦0 6 𝑝(𝑡0),

𝑞(𝑡1) 6 𝑦1 6 𝑝(𝑡1).
(6)

Тогда из теоремы [2] следует, что краевая задача для уравнения (2) с условиями
𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑦(𝑡1) = 𝑦1 имеет решение на [𝑡0, 𝑡1] при любом непрерывном управлении
𝑢(·), таком что |𝑢| 6 1.

3. Управляемость системы (1)

Для того чтобы система (1) была управляема из 𝑀0 в 𝑀1, требуется, чтобы
точка (𝑦(𝑡1), 𝑦̇(𝑡1)) ∈ 𝑀1, если (𝑦(𝑡0), 𝑦̇(𝑡0)) ∈ 𝑀0. Так как 𝑦(𝑡1) = 𝑦1 выбрана
так, что 𝑦1 принадлежит проекции 𝑀1 на ось 𝑂𝑥1, то прямая 𝑥1 = 𝑦1 в силу вы-
пуклости и замкнутости 𝑀1, а также 𝑖𝑛𝑡𝑀1 ̸= ∅ в пересечении с 𝑀1 образует
отрезок 𝑙1, целиком принадлежащий 𝑀1. Пусть концы отрезка 𝑙1 имеют следую-
щие координаты: (𝑦1, 𝜉1) и (𝑦1, 𝜉2). Если (𝑦1, 𝑦̇1) ∈ 𝑀1, то это значит, что 𝑦̇1 ∈ 𝑙1.
Следовательно

𝑦̇(𝑡1) = 𝜆𝜉2 + (1− 𝜆)𝜉1 = 𝜉1 + 𝜆(𝜉2 − 𝜉1),

где 0 6 𝜆 6 1. Из (2)

𝑦̇(𝑡1) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡+

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑢(𝑡)d𝑡+ 𝑦̇(𝑡0).

Тогда
𝑡1∫︁

𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡+

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑢(𝑡)d𝑡+ 𝑦̇(𝑡0) = 𝜉1 + 𝜆(𝜉2 − 𝜉1).

Откуда

|𝜆| =
|
∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))d𝑡+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝑢(𝑡)d𝑡+ 𝑦̇(𝑡0)− 𝜉1|

|𝜉2 − 𝜉1|
6 1. (7)

Таким образом, если 𝑢(𝑡) допустимое, 𝑦̇0 и 𝑦̇1 выбраны так, что 𝑦0 и 𝑦1 принадле-
жат проекциям множеств 𝑀0 и 𝑀1 на 𝑂𝑥1, соответственно, и выполнено (7), то
(1) управляема из 𝑀0 в 𝑀1 , при условии, что краевая задача II имеет решение.

По условию |𝑢| 6 1 и 𝑓(𝑡, 𝑥1) ограничена на 𝑃 , 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], т.е. |𝑓(𝑡, 𝑥1)| 6 𝑘.
Тогда (7) можно заменить на следующее выражение

|(𝑘 + 1)(𝑡1 − 𝑡0) + 𝑦̇(𝑡0)− 𝜉1|
|𝜉2 − 𝜉1|

6 1. (8)
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4. Примеры

Рассмотрим примеры нахождения функций 𝑦 = 𝑝(𝑡) и 𝑦 = 𝑞(𝑡), удовлетворя-
ющих условиям (5) и (6).

Пример 1. Пусть

𝑦 = sin 𝑡+ 𝑢, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, 𝑦(𝑡1) = 𝑦1 (9)

при |𝑢| 6 1, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]. Для построения функций 𝑦 = 𝑝(𝑡) и 𝑦 = 𝑞(𝑡) рассмотрим
уравнения:

𝑦 = sin 𝑡+ 1, 𝑦 = sin 𝑡− 1. (10)
Тогда

𝑦(𝑡) = − sin 𝑡+ 𝐶1𝑡+ 𝐶2 +
𝑡2

2
, 𝑦(𝑡) = − sin 𝑡+𝐾1𝑡+𝐾2 −

𝑡2

2
(11)

соответственно. Пусть 𝑝(𝑡0) = 𝑞(𝑡0) = 𝑦0 и 𝑝(𝑡1) = 𝑞(𝑡1) = 𝑦1. Найдём 𝐶1, 𝐶2,𝐾1,𝐾2.⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦0 = sin 𝑡0 + 𝐶1𝑡0 + 𝐶2 +

𝑡20
2
,

𝑦1 = sin 𝑡1 + 𝐶1𝑡1 + 𝐶2 +
𝑡20
2
.

Откуда ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐶2 = 𝑦0 + sin 𝑡0 −

𝑡20
2
− 𝐶1𝑡0,

𝐶1 =
(𝑦0 − 𝑦1) + sin 𝑡1 − sin 𝑡0 +

1
2
(𝑡21 − 𝑡20)

𝑡0 − 𝑡1
.

Аналогично ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐾2 = 𝑦0 + sin 𝑡0 +

𝑡20
2
−𝐾1𝑡0,

𝐾1 =
(𝑦0 − 𝑦1) + sin 𝑡1 − sin 𝑡0 − 1

2
(𝑡21 − 𝑡20)

𝑡0 − 𝑡1
.

Тогда в качестве функции 𝑞(𝑡) возьмём 𝑞(𝑡) = − sin 𝑡+𝐶1𝑡+𝐶2 +
𝑡2

2
, а в качестве

𝑝(𝑡) = − sin 𝑡+𝐾1𝑡+𝐾2 −
𝑡2

2
. Получим

𝑞(𝑡) > sin 𝑡+ 𝑢,

𝑝(𝑡) 6 sin 𝑡+ 𝑢,

где |𝑢| 6 1 и при условии 𝑝(𝑡0) = 𝑞(𝑡0) = 𝑦0, 𝑝(𝑡1) = 𝑞(𝑡1) = 𝑦1.

Таким образом, оказывается возможным исследовать управляемость системы{︂
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = sin 𝑡+ 𝑢
(12)

из 𝑀0 в 𝑀1 указанным выше способом.

Пример 2. ⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 =
1√
𝑥1

+ 𝑢
(13)
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Аналогично предыдущему для того, чтобы исследовать управляемость системы
(13) с помощью данного метода, требуется найти функции 𝑦 = 𝑝(𝑡) и 𝑦 = 𝑞(𝑡),
удовлетворяющие условиям (5) и (6).

Для нахождения функций 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡), так же как и в примере 1, рассмотрим
уравнения ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑞 =
1
√
𝑞
+ 1,

𝑝 =
1
√
𝑝
− 1.

(14)

При допустимом управлении |𝑢| 6 1, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] имеем⎧⎪⎨⎪⎩
𝑞 >

1
√
𝑞
+ 𝑢,

𝑝 6
1
√
𝑝
+ 𝑢.

Уравнение (14) интегрируется в элементарных функциях. При надлежащем
выборе начальных и конечных значений функций 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡) их можно найти и
тем самым обеспечить возможность использования описанного в данной работе
способа исследования управляемости системы (13).

Заметим, что искать функции 𝑝(𝑡) и 𝑞(𝑡) не обязательно с помощью уравнений
(3) и (4). В ряде случаев их можно просто подобрать или воспользоваться какими-
либо другими соображениями.

5. Заключение
Указанный подход к исследованию проблемы управляемости не является рас-

пространённым и может оказаться полезным для решения конкретных задач.
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