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В данной статье рассматривается пространство потенциалов типа Рисса на 𝑛-мерном
евклидовом пространстве. Они строятся на основе перестановочно-инвариантных про-
странств (ПИП) с помощью свёрток с ядрами общего вида, их конструкция опирается
на описание класса ядер с помощью некоторой неотрицательной, убывающей функции
Φ. Рассмотрение обобщённых потенциалов Рисса включает пространства классических
потенциалов Рисса.

Здесь мы будем рассматривать случай, когда в качестве базового пространства ПИП
выбраны пространства типа Лоренца Λ𝑝, 1 < 𝑝 < ∞. При исследовании вопроса о на-
хождении условий вложения пространств потенциалов типа Рисса в ПИП мы использу-
ем критерий вложения, установленный в работе М.Л. Гольдмана, ключевую роль при
этом играет оператор типа Харди, определённый на положительной полуоси, а также
неравенства для операторов такого типа.

Для случая пространств потенциалов Рисса при 1 < 𝑝 < ∞ сформулирована и дока-
зана теорема об оптимальном вложении в ПИП. Критерии вложения, когда в качестве
«базовых» пространств используются пространства 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, установленные в ра-
боте авторов М.Л. Гольдмана и О.М. Гусельниковой, согласуются с результатом данной
работы.
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1. Введение

В данной статье рассматривается пространство потенциалов 𝐻𝐺
𝐸 (R𝑛) , которое

строится с помощью сверток с ядрами специального вида функций из «базового»
пространства, которое является перестановочно инвариантным (ПИП). Теория
перестановочно инвариантных пространств основывается на абстрактной теории
банаховых функциональных пространств (БФП). Перестановочно инвариантные
пространства описаны в книге С.Г. Крейна, Ю.И. Петунина, Е.М. Семёнова [1].
Теория БФП, ПИП, в частности, ассоциированных пространств изложена у К.
Беннета и Р. Шарпли [2], всюду в работе мы будем придерживаться аксиоматики,
введённой в книге этих авторов.

Мы будем использовать результаты работ М.Л. Гольдмана об оптимальных
вложениях потенциалов типа Рисса и типа Бесселя [3, 4], в частности критерий
вложения пространств потенциалов в ПИП, сформулированный в терминах огра-
ниченности оператора типа Харди R𝜙,𝑇 , где 𝑇 ∈ (0,∞].

В работе сформулирована теорема об оптимальном вложении пространств
обобщённых потенциалов в ПИП и приведено доказательство для случая потенци-
алов типа Рисса при 1 < 𝑝 <∞. Случай, когда в качестве базового ПИП выступа-
ют пространства 𝐿𝑝(R𝑛), 1 6 𝑝 < ∞, подробно описан у авторов М. Л. Гольдман,
О. М. Гусельникова [5].

2. Вспомогательные определения
Всюду в работе 𝐸 = 𝐸 (R𝑛) есть ПИП, 𝐸′ = 𝐸′ (R𝑛) – ассоциированное ПИП,

т.е. такое ПИП, что

‖𝑔‖𝐸′ = sup

⎧⎨⎩
∫︁
R𝑛

|𝑓𝑔|d𝜇 : 𝑓 ∈ 𝐸, ‖𝑓‖𝐸 6 1

⎫⎬⎭ .
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Для ПИП 𝐸 (R𝑛) и 𝐸′ (R𝑛) рассмотрим пространства 𝐸̃ = 𝐸̃ (R+) , 𝐸̃
′ = 𝐸̃′ (R+)

– их представления Люксембурга, т. е. ПИП, для которых выполнены следующие
соотношения:

‖𝑓‖𝐸 = ‖𝑓*‖𝐸̃ , ‖𝑔‖′𝐸 = ‖𝑔*‖𝐸̃′ ,

где 𝑓* – убывающая перестановка функции 𝑓 , т.е. неотрицательная, убывающая,
непрерывная справа функция на R+ = (0,∞), равноизмеримая с 𝑓 :

𝜇𝑛{𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑓(𝑦)| > 𝑦} = 𝜇1{𝑡 ∈ R+ : |𝑓*(𝑡)| > 𝑦}, 𝑦 ∈ R+.

Мы будем рассматривать пространство потенциалов на 𝑛-мерном евклидовом
пространстве с мерой Лебега 𝜇:

𝐻𝐺
𝐸 (R𝑛) = {𝑢 = 𝐺 * 𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐸 (R𝑛)} , (1)

где 𝐸 – перестановочно инвариантное пространство, а ядра𝐺– специального вида,
которые будут описаны ниже.

Введём определение максимальной функции:

𝑓**(𝑡) =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓*(𝑠)d𝑠, (𝑡 > 0). (2)

Определение 1. Функция Φ : (0,∞) → R+ принадлежит классу J𝑛(∞), если
выполнены следующие условия:

1) Φ убывает и непрерывна на (0,∞);
2) существует постоянная 𝑐 ∈ R+, такая что

𝑟∫︁
0

Φ(𝜌)𝜌𝑛−1d𝜌 6 𝑐 · Φ(𝑟)𝑟𝑛, 𝑟 > 0.

Введём функцию

𝜙(𝜏) = Φ

(︃(︂
𝜏

𝑉𝑛

)︂ 1
𝑛

)︃
, (3)

где 𝑉𝑛 – объем единичного шара в R𝑛. Заметим, что, если Φ ∈ J𝑛(∞), то 𝜙 ∈ J1(∞)
и, таким образом, для функции 𝜙 имеет место двусторонняя оценка

𝑟∫︁
0

𝜙(𝜌)d𝜌 ∼= 𝑟 · 𝜙(𝑟), 𝑟 > 0. (4)

Определение 2. Пусть Φ ∈ J𝑛(∞). Считаем, что 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(Φ), если 𝐺(𝑥) ∼=

Φ(𝜌), 𝜌 = |𝑥| ∈ R+.

Дадим теперь определение обобщённых потенциалов типа Рисса.

Определение 3. Пусть 𝐺 ∈ 𝑆0
∞(Φ), тогда потенциалы 𝐻𝐺

𝐸 (R𝑛) называются
обобщёнными потенциалами типа Рисса.

Классические потенциалы Рисса получим при Φ(𝜌) = 𝜌𝛼−𝑛, 0 < 𝛼 < 𝑛.
Определим функцию

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏) = min{𝜙(𝑡), 𝜙(𝜏)}. (5)
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Мы будем рассматривать оператор R𝜙,∞ : 𝐸̃ (R+) → 𝑋̃ (R+), определённый
по формуле:

R𝜙,∞[𝑔](𝑡) =

∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)𝑔(𝜏)d𝜏, где 𝑔 ∈ 𝐸̃ (R+) . (6)

Сформулируем критерий вложения потенциалов в ПИП (см. [3, 4]):

𝐻𝐺
𝐸 (R𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛). (7)

Для обобщённых потенциалов Рисса вложение (7) эквивалентно ограниченно-
сти оператора R𝜙,∞. Кроме того, оптимальное ПИП для вложения (7), т.е. такое
ПИП 𝑋0 = 𝑋0(R𝑛), что (7) справедливо при 𝑋 = 𝑋0, и если для некоторого ПИП
𝑋 имеет место вложение (7), то 𝑋0 ⊂ 𝑋 имеет эквивалентную норму:

‖𝑓‖𝑋̃0(R+) = sup

⎧⎨⎩
∞∫︁
0

𝑓*𝑔*d𝑡 : 𝑔 ∈ 𝐿0(R+); ‖R𝜙,∞[𝑔*]‖𝐸̃′(R+) 6 1

⎫⎬⎭ . (8)

Здесь 𝐿0(R+) означает множество измеримых и почти всюду конечных на R+

функций.
Будем рассматривать множество 𝜇-измеримых на R𝑛 функций 𝑓 .
Пусть 𝑢 неотрицательная локально интегрируемая функция на (0,∞), кото-

рую мы будем называть весом. Введём функцию

𝑈(𝑠) =

𝑠∫︁
0

𝑢(𝑡)d𝑡. (9)

Определение 4. Пространством Лоренца Λ𝑝(𝑢) с весом 𝑢 называется про-
странство с нормой:

‖𝑓‖Λ𝑝(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂∞∫︀

0

𝑓*𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)d𝑡

)︂ 1
𝑝

, 1 6 𝑝 <∞;

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{𝑓*(𝑡)𝑢(𝑡)} , 𝑝 = ∞.
(10)

Пространством Лоренца Γ𝑝(𝑢) c весом 𝑢 называется пространство с нормой:

‖𝑓‖Γ𝑝(𝑢) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂∞∫︀

0

𝑓**𝑝(𝑡)𝑢(𝑡)d𝑡

)︂ 1
𝑝

, 1 6 𝑝 <∞;

ess sup
𝑡∈(0,∞)

{𝑓**(𝑡)𝑢(𝑡)} , 𝑝 = ∞.
(11)

Пространство Γ∞(𝑢) называют также пространством Марцинкевича.
Известно, что ассоциированными к пространствам Лоренца являются про-

странства, определяемые следующим образом (см. например [6]):

Λ𝑝(𝑢)′ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Γ∞

(︁
𝑡

𝑈(𝑡)

)︁
, 𝑝 = 1;

Γ𝑝′
(︂

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)

)︂
, 1 < 𝑝 <∞;

Λ1

(︂
1

ess sup
0<𝑠<𝑡

𝑢(𝑠)

)︂
, 𝑝 = ∞.

(12)
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Отметим полезное свойство БФП. Пусть 𝑋 – БФП, 𝑓1 и 𝑓2 ∈ 𝑋 неотрицатель-
ные. Тогда верно следующее соотношение:

‖𝑓1 + 𝑓2‖𝑋 ∼= ‖𝑓1‖𝑋 + ‖𝑓2‖𝑋 .

3. Основная часть

Обозначим 𝐸̃0 (R+) =
{︁
𝑔 ∈ 𝐸̃ (R+) : 0 6 𝑔 ↓, 𝑔(𝑡+ 0) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ R+

}︁
.

Лемма 1.

‖R𝜙,∞‖𝐸̃(R+)→𝑋̃(R+) = ‖R𝜙,∞‖𝐸̃0(R+)→𝑋̃(R+). (13)

Доказательство. Нам достаточно показать неравенство

‖R𝜙,∞‖𝐸̃(R+)→𝑋̃(R+) 6 ‖R𝜙,∞‖𝐸̃0(R+)→𝑋̃(R+),

поскольку обратное неравенство очевидно.
Пусть 𝑔 ∈ 𝐸̃ (R+), и применим к этой функции оператор R𝜙,∞:

|R𝜙,∞[𝑔](𝑡)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)𝑔(𝜏)d𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)|𝑔(𝜏)|d𝜏 6

воспользуемся неравенством Харди и тем, что функция
𝑓𝜙(·, 𝜏) убывает по 𝜏 , получим:

6

∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)𝑔
*(𝜏)d𝜏 = R𝜙,𝜏 [𝑔

*](𝑡).

Так как для 𝑔 ∈ 𝐸̃ (R+) имеем 𝑔* ∈ 𝐸̃0 (R+), и, следовательно,

‖R𝜙,∞[𝑔]‖𝑋̃(R+) 6 ‖R𝜙,∞[𝑔*]‖𝑋̃(R+) 6 ‖R𝜙,∞‖𝐸̃0(R+)→𝑋̃(R+)‖𝑔*‖𝐸̃0(R+),

и, таким образом, ‖R𝜙,∞‖𝐸̃(R+)→𝑋̃(R+) 6 ‖R𝜙,∞‖𝐸̃0(R+)→𝑋̃(R+).

Итак, оба неравенства дают нам требуемое равенство (13). �

Теперь мы можем применять оператор R𝜙,∞ к функциям из 𝐸̃0 (R+) .
Установим для оператора R𝜙,∞ следующее свойство его максимальной функ-

ции:

Лемма 2.
R𝜙,∞[𝑔*] ∼= R**

𝜙,∞[𝑔*]. (14)

Доказательство. 1) Сперва убедимся, что R*
𝜙,∞[𝑔*] = R𝜙,∞[𝑔*]. Так как 𝑔*

убывающая перестановка функции 𝑔, a 𝜙 из класса монотонных функций J1 (∞),
то R𝜙,∞[𝑔*] как функция от 𝑡 неотрицательна и убывает. В силу непрерывно-
сти функции 𝜙 справа и абсолютной непрерывности интеграла Лебега R𝜙,∞[𝑔*]
как функция от 𝑡 является непрерывной справа. Таким образом, верно искомое
соотношение.

2) Теперь покажем, что R𝜙,∞[𝑔*] ∼= R**
𝜙,∞[𝑔*].
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Имеем

R**
𝜙,∞[𝑔*](𝑡) =

1

𝑡

𝑡∫︁
0

R*
𝜙,∞[𝑔*](𝑠)d𝑠 =

1

𝑡

𝑡∫︁
0

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑠, 𝜏)𝑔
*(𝜏)d𝜏

⎞⎠d𝑠.

Мы воспользовались определением оператора R𝜙,∞ и полученным в п. 1) выво-
дом.

Далее, учитывая определение функции 𝑓𝜙 (5), мы можем представить опера-
тор в виде суммы:

R**
𝜙,∞[𝑔*] =

1

𝑡

𝑡∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑠) 𝑠∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑠

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦d𝑠 = 𝐼1 + 𝐼2, (15)

где

𝐼1 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜙(𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏d𝑠,

𝐼2 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

∞∫︁
𝑠

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏d𝑠.

Рассмотрим каждое из слагаемых 𝐼1 и 𝐼2 отдельно.
Сперва преобразуем первое слагаемое:

𝐼1 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜙(𝑠)

𝑠∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏d𝑠 =

воспользуемся теоремой Фубини и поменяем местами
пределы интегрирования по 𝜏 и 𝑠

=
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑡∫︁
𝜏

𝜙(𝑠)𝑔*(𝜏)d𝑠d𝜏 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜙(𝑠)d𝑠

⎞⎠d𝜏.

Теперь рассмотрим слагаемое 𝐼2 и снова поменяем пределы интегрирования
по 𝜏 и 𝑠 по теореме Фубини:

𝐼2 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

∞∫︁
𝑠

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏d𝑠 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜏𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 +
1

𝑡

𝑡∫︁
0

d𝑠

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 =

=
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜏𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 +
1

𝑡
· 𝑡

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 =
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜏𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏.

Но 𝜏𝜙(𝜏) ∼=
𝜏∫︀
0

𝜙(𝑠)d𝑠, так что

𝐼2 ∼= 1

𝑡

𝑡∫︁
0

⎛⎝ 𝜏∫︁
0

𝜙(𝑠)d𝑠

⎞⎠ 𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏.
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Подставив полученные соотношения в разложение (15), получим:

R**
𝜙,∞[𝑔*](𝑡) = 𝐼1 + 𝐼2 ∼=

∼= 1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)

⎛⎝ 𝑡∫︁
𝜏

𝜙(𝑠)d𝑠+

𝜏∫︁
0

𝜙(𝑠)d𝑠

⎞⎠d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 =

=
1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝜙(𝑠)d𝑠

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 ∼=

∼= 𝜙(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏 = R𝜙,∞[𝑔*](𝑡).

И, следовательно, лемма доказана. �

Теорема. Пусть 1 < 𝑝 < ∞, 1𝑝 + 1
𝑝′ = 1, а функции 𝑢 и 𝑈 определены в

соответствии с (9).

Положим, что 𝜐(𝑡) = 𝑡2𝑝
′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝′(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
, а 𝑉 (𝑡) =

𝑡∫︀
0

𝜐(𝜏)d𝜏 .

Кроме того, пусть

𝐵 = sup
𝑟>0

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

·

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟

𝑈𝑝(𝑡)

𝑡2𝑝𝑢
𝑝
𝑝′ (𝑡)

d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

<∞, (16)

Тогда оптимальное ПИП для вложения 𝐻𝐺
Λ𝑝(𝑢)(R

𝑛) ⊂ 𝑋(R𝑛) имеет эквивалент-
ную норму

‖𝑓‖𝑋̃0(R+)
∼= ‖𝑓‖Γ𝑝(𝜔), (17)

где

𝜔(𝑡) =

𝑡𝑝+𝑝′−1𝑉 (𝑡)
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′
𝜐(𝜏)d𝜏(︂

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝜐(𝜏)d𝜏

)︂𝑝+1 . (18)

Доказательство. Мы опираемся на общую формулу (8).
По определению ассоциированных пространств для пространств Лоренца (12),

можем записать норму оператора R𝜙,∞, применяемого к функциям из 𝐸̃0 (R+) в
ассоциированном к базовому пространству Λ𝑝(𝑢), 1 < 𝑝 <∞:

‖R𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝(𝑢)′ = ‖R𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

по определению пространства Лоренца (11) имеем

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

R**
𝜙,∞

𝑝′
[𝑔*](𝑡)

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

.

Далее применяя результат леммы 2, получим:
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‖R𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ ∼=

⎛⎝ ∞∫︁
0

R𝜙,∞
𝑝′
[𝑔*](𝑡)

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

𝑓𝜙(𝑡, 𝜏)𝑔
*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

· 𝑡
𝑝′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

По определению (5) функции 𝑓𝜙 запишем норму оператора R𝜙,∞ в простран-

стве Γ𝑝′
(︂

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)

)︂
в виде суммы:

‖R𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ =

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡) 𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏 +

∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

· 𝑡
𝑝′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

∼=

∼=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡) 𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

+

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

Последнее соотношение верно, так как пространства Лоренца являются БФП, а
подынтегральные функции — неотрицательные.

Таким образом, мы получили, что

‖R𝜙,∞[𝑔*]‖Λ𝑝(𝑢)′
∼= 𝐼3 + 𝐼4, (19)

где

𝐼3 =

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡) 𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

,

𝐼4 =

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
𝑡

𝜙(𝜏)𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.

Наша цель — в разложении (19), а также оценить слагаемое 𝐼4 слагаемым 𝐼3.
Воспользуемся убыванием функции 𝑔* и получим для 𝐼3 следующую оценку:

𝐼3 >

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡) 𝑡∫︁
0

d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝜙(𝑡)𝑔*(𝑡)]
𝑝′ 𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=: 𝑆.

Оценим 𝐼4 сверху через 𝑆.
Мы воспользуемся результатом обобщения неравенства Харди для функции

одной переменной, полученным в работе В.Г. Мазьи [7, гл. 1]. Для того, чтобы
существовала постоянная 𝑐, не зависящая от функций 𝜙 и 𝑔* такая, что 𝐼4 6
𝑐 · 𝑆, достаточно, чтобы определённая следующим образом постоянная 𝐵 была
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конечна:

𝐵 = sup
𝑟>0

⎛⎝ 𝑟∫︁
0

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

·

⎛⎝ ∞∫︁
𝑟

𝑡−2𝑝𝑢
− 𝑝

𝑝′ (𝑡)

𝑈−𝑝(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝

.

Эта постоянная и есть константа 𝐵 из условия Теоремы (16).

Таким образом, с одной стороны, 𝐼3 > 𝑆, а с другой стороны, 𝐼4 6 𝑐 · 𝑆, и,
следовательно, 𝐼4 6 𝑐 · 𝐼3.

Итак, мы получили, что в сумме (19) разложения оператора типа Харди R𝜙,∞
второе слагаемое поглощается первым и, значит,

‖R𝜙,∞[𝑔*]‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂ ∼=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡) 𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

=

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

⎡⎣𝜙(𝑡)1
𝑡

𝑡∫︁
0

𝑔*(𝜏)d𝜏

⎤⎦𝑝′

𝑡2𝑝
′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝′

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

[𝜙(𝑡)𝑔**(𝑡)]
𝑝′ 𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

=

=

⎛⎝ ∞∫︁
0

𝑔**(𝑡)
𝑝′ 𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝′

(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
d𝑡

⎞⎠ 1
𝑝′

= ‖𝑔‖
Γ𝑝′

(︂
𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝′ (𝑡)
𝑈𝑝′ (𝑡)

)︂. (20)

Формула (8) показывает, что норма в оптимальном ПИП 𝑋̃0(R+) является
ассоциированной к норме (20), т. е.

‖𝑓‖𝑋̃0(R+)
∼= ‖𝑓‖[Γ𝑝′(𝜐)]

′ ,

где

𝜐(𝑡) =
𝑡2𝑝

′
𝑢(𝑡)𝜙𝑝′

(𝑡)

𝑈𝑝′(𝑡)
.

Учитывая, что в рамках теории ПИП требуется, чтобы весовые пространства
Лоренца и Марцинкевича содержали характеристические функции множеств ко-
нечной меры, мы можем записать эквивалентную норму ассоциированного про-
странства в следующем виде (см. [8]):

‖𝑓‖[Γ𝑝′(𝜐)]
′ ∼=

⎛⎜⎜⎜⎝
∞∫︁
0

𝑡𝑝+𝑝′−1𝑓**(𝑡)𝑝𝑉 (𝑡)
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′
𝜐(𝜏)d𝜏(︂

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝜐(𝜏)d𝜏

)︂𝑝+1 d𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝

,

где

𝑉 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜐(𝜏)d𝜏 =

𝑡∫︁
0

𝜏2𝑝
′
𝑢(𝜏)𝜙𝑝′

(𝜏)

𝑈𝑝′(𝜏)
d𝜏.
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Теперь введём обозначение

𝜔(𝑡) =

𝑡𝑝+𝑝′−1𝑉 (𝑡)
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′
𝜐(𝜏)d𝜏(︂

𝑉 (𝑡) + 𝑡𝑝′
∞∫︀
𝑡

𝜏−𝑝′𝜐(𝜏)d𝜏

)︂𝑝+1 .

Функция 𝜔 является весом (18), который определён в условии теоремы.
И, таким образом, мы получили, что

‖𝑓‖𝑋̃0(R+)
∼= ‖𝑓‖Γ𝑝(𝜔),

и, тем самым, теорема доказана. �

Замечание. Отметим, что случай, когда в качестве базового пространства
выбраны пространства 𝐿𝑝(R𝑛), 1 < 𝑝 <∞, т.е. при 𝑢(𝑡) = 1, согласуется с резуль-
татом работы М.Л. Гольдмана и О.М. Гусельниковой [5].

Действительно, если 𝑢(𝑡) = 1, то 𝑈(𝑡) = 𝑡. Тогда 𝜐(𝑡) = 𝑡𝑝
′
𝜙𝑝′

(𝑡), а 𝑉 (𝑡) =
𝑡∫︀
0

[𝜏𝜙(𝜏)]
𝑝′
d𝜏 . При этом константа в условии теоремы будет иметь вид𝐵 =

(︁
1

𝑝−1

)︁ 1
𝑝

.
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