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В работе показано совпадение операциональной функции распределения вероятно-
стей К. Вудкевича с квантовой функцией распределения В. Курышкина. Показано их
соответствие частотно-временной спектрограмме Л. Коэна. Дано короткое обсуждение
связи изучаемых функций распределения со статистической моделью квантовой теории
измерений.
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1. Введение

Проблема квантовых измерений привлекала к себе внимание исследователей
с самого начала квантовых исследований. Первую модель квантовых измерений
предложил Дж. Нейман [1], развитием его идей стала статистическая модель
квантовых измерений (см., например [2, 3]). Имеется большое число публикаций
с альтернативными подходами

Особое место занимают публикации, посвящённые статистической интерпре-
тации результатов квантовых измерений, начиная с работ [4–6]. В реализацию
строящейся модели внесли свой вклад авторы работ [7–12].

В своей оценке работ В. Курышкина Л. Коэн писал [13] о родстве кванто-
вой механики с неотрицательной квантовой функцией распределения и своего
частотно-временного распределения, так называемой спектрограммы, в теории
обработки сигналов. Там же он указал на родственную им обоим работу [14].

В своей работе К. Вудкевич посчитал распределение вероятностей электромаг-
нитной волны, рассеянной движущимся заряженной частицей, при условии, что
до рассеяния волна имела заданное распределение. В терминах функции Вигне-
ра [15] этот результат выглядел следующим образом. До взаимодействия функция
Вигнера заряженной частицы равна 𝑊𝜓, где 𝜓 — состояние частицы, функция
Вигнера исходной волны равна 𝑊𝜙, где 𝜙 — состояние волны до рассеяния, после
взаимодействия рассеяния функция распределения вероятностей рассеянной вол-
ны имеет вид 𝑃 = 𝑊𝜓 *𝑊𝜙. Этот пример позволил К. Вудкевичу на основании
результатов [16] и [17] сформулировать и обосновать своё основное утверждение.

2. Предпосылки построения операциональной
функции распределения вероятностей для

измеряемой квантово-механической наблюдаемой

Вероятность обнаружить состояние |𝜓⟩ в другом состоянии, описываемом мат-
рицей плотности 𝜌, равна Tr (𝜌𝑃 ), где 𝑃 = |𝜓⟩ ⟨𝜓|. Мы можем рассматривать про-
екционный оператор 𝑃 как фильтрующее устройство. Чтобы сравнивать состоя-
ния в фазовом пространстве, нужно сдвинуть одно из них относительно другого
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на величины 𝑞 и 𝑝 соответственно. В координатном пространстве этот сдвиг осу-
ществляется оператором exp {𝑖𝑞𝑝}, где 𝑝 — генератор пространственного сдвига.
В импульсном пространстве можно использовать оператор exp {𝑖𝑝𝑥̂}, так как 𝑥̂ —
генератор сдвига в пространстве импульсов. Комбинируя их в один унитарный
оператор 𝑈̂ (𝑞, 𝑝), мы вводим определение

𝑃 (𝑞, 𝑝) =
1

2𝜋~
Tr
[︁
𝜌𝑈̂−1 (𝑞, 𝑝)𝑃𝑈̂ (𝑞, 𝑝)

]︁
.

Для чистых состояний 𝜌 = |𝜓⟩ ⟨𝜓| введённое соотношение принимает вид

𝑃 (𝑞, 𝑝) =
1

2𝜋~

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝜓* (𝑥+ 𝑞)𝜙 (𝑥) exp

{︂
−𝑖𝑝𝑥
~

}︂
d𝑥

⃒⃒⃒⃒2
. (1)

Из соотношения (1) следует соотношение 𝑃 (0, 0) = 1
2𝜋~ |⟨𝜓 | 𝜙⟩|2: квадрат мо-

дуля скалярного произведения состояний |𝜓⟩ и |𝜙⟩ в гильбертовом пространстве
состояний является «склонностью» состояний |𝜓⟩ и |𝜙⟩ принимать одинаковые
значения координат и импульсов.

В работе [14] автор пишет: «Я вывожу положительно определённую кванто-
вую функцию распределения вероятностей 𝑃 (𝑞, 𝑝), непосредственно связанную с
реальной процедурой измерения. Чтобы её определить, мне нужно устройство,
действующее как фильтр, чтобы различить текущие координату и импульс ис-
следуемой системы».

Мысль, что любое реальное измерение требует детектора и фильтрующего
устройства, не является квантово механической. В [13] автор пишет о фильтру-
ющем свойстве измерений частотных характеристик оптического сигнала на ко-
нечном промежутке времени.

3. Частотно-временная спектрограмма

Чтобы получить распределение, представляющее частоты как функции вре-
мени, нужно разбить время на интервалы и проводить анализ Фурье для каждо-
го отрезка времени. В более общем случае мы можем взять функцию, имеющую
пик в интересующее нас время, и умножить её на функцию сигнала. В результате
мы получим модифицированный сигнал, с наибольшим весом в интересующее нас
время и при этом вклады первоначального сигнала во все другие отрезки времени
будут подавлены. Эта функция называется смотровой, поскольку она пропуска-
ет лишь часть сигнала, а именно ту часть, которая приходится на интересующий
нас промежуток времени. Рассмотрим теперь преобразование Фурье модифици-
рованного сигнала, тогда результирующий спектр будет отображать распределе-
ние частот в нужный момент времени. В частности, если 𝑠(𝑡)и 𝑊 (𝑡) — сигнал и
смотровая функция соответственно, то смотровой сигнал будет 𝑠(𝜏)𝑊 (𝜏 − 𝑡), где
теперь 𝜏 — текущее время и 𝑡 — интересующее нас время. Тогда преобразование
Фурье малого периода будет

𝑆𝑡(𝜔) =
1√
2𝜋

∫︁
𝑠(𝜏)𝑊 (𝜏 − 𝑡) exp(−𝑖𝜔𝜏),

и плотность энергетического спектра в момент времени 𝑡 с частотой 𝜔 имеет вид

𝑃 (𝑡, 𝜔) = |𝑆𝑡(𝜔)|2 =

⃒⃒⃒⃒
1√
2𝜋

∫︁
𝑠(𝜏)𝑊 (𝜏 − 𝑡) exp(−𝑖𝜔𝜏)

⃒⃒⃒⃒2
, (2)

что можно рассматривать как плотность частот в момент времени 𝑡. Частотно-
временное распределение (2) называется спектрограммой. Величина и характер
взвешивания отображается выбором смотровой функции, который находится в
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нашем распоряжении. Выбирая различные смотровые функции, мы можем полу-
чить разнообразные оценки для физических величин.

4. Координатно-импульсная спектрограмма —
квантовая функция распределения

Мы можем провести схожую аргументацию для квантово-механической вол-
новой функции. При этом вместо частоты и времени рассматриваем координаты
и импульс точки. Предположим, что имеем координатную волновую функцию
𝜓(𝑥), тогда волновая функция, зависящая от импульса материальной точки, бу-
дет иметь вид

𝜓(𝑝) =
1√
2𝜋~

∫︁
𝜓(𝑥) exp

{︂
−𝑖𝑝𝑥
~

}︂
d𝑥

и вероятность значений импульса задаётся выражением
⃒⃒⃒
𝜓(𝑝)

⃒⃒⃒2
. Однако эта веро-

ятность характерна для всего пространства в целом, и с её помощью нельзя уточ-
нить, что происходит с материальной точкой в конкретной области пространства.
Предположим, что мы хотим узнать свойства физических величин в положении
𝑥. По аналогии со случаем частотно-временного распределения мы удерживаем
волновую функцию в окрестности некоторой координаты 𝑞, придавая ей в точке
𝑞 существенно больший вес, чем в других точках. Это достигается умножением
волновой функции на смотровую функцию с пиком в окрестности 𝑞, т.е. прихо-
дим к новой волновой функции. Чем больший пик имеет смотровая функция в
окрестности 𝑞, тем более локализованную информацию мы можем получить. В
частности, если 𝜓(𝑥) — волновая функция и 𝜙(𝑥− 𝑞) — смотровая функция с пи-
ком в окрестности 𝑥 = 𝑞, тогда преобразованная волновая функция будет иметь
вид 𝜙𝑞(𝑥) = 𝜓(𝑥)𝜙(𝑥 − 𝑞). Соответствующая ей импульсная волновая функция
принимает вид

𝜙𝑞(𝑝) =
1√
2𝜋~

∫︁
exp

{︂
−𝑖𝑝𝑥
~

}︂
𝜓(𝑥)𝜙(𝑥− 𝑞)d𝑥,

и функция распределения импульсов принимает вид

𝑃𝐾 (𝑞, 𝑝) = |𝜙𝑞(𝑝)|2 =
1

2𝜋~

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝜓 (𝑥)𝜙 (𝑥− 𝑞) exp

{︂
−𝑖𝑝𝑥
~

}︂
d𝑥

⃒⃒⃒⃒2
Это выражение в точности совпадает с координатно-импульсным распределени-
ем, построенным В. Курышкиным [18–20].

5. Процедура построения операциональной
функции распределения вероятностей для

измеряемой квантово-механической наблюдаемой

Авторы работы [21] осознали, что, как и при измерении времени и частоты в
оптике, в квантовой механике присутствует неизбежное влияние фильтрующих
свойств на любое разрешающее наблюдение динамики в координатно-импульсном
(фазовом) пространстве. Важность этого наблюдения автор [13] иллюстрирует
следующим примером. В качестве возможной схемы измерения одномерной коор-
динаты и импульса заряженной частицы предполагается использовать импульс-
ное взаимодействие (лазерный импульс, например) с потенциалом 𝑈𝑞 (𝑥), центри-
рованным вокруг детектируемого положения 𝑞 и с течением времени меняется
по 𝛿-образному закону 𝛿 (𝑡− 𝑡0), сосредоточенному в момент времени 𝑡0. Волно-
вая функция частицы, движущейся со скоростью 𝑣, под воздействием потенциала
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𝑉𝑞 (𝑥, 𝑡) = 𝑈𝑞 (𝑥) * 𝛿 (𝑡− 𝑡0) «подвергается фильтрации». Изменяя параметр 𝑞, мы
можем пробежать по всем 𝑥. Результат взаимодействия даёт нам информацию о
положении частицы в момент времени 𝑡0.

По аналогии с механизмом детектирования в оптике этот потенциал взаимо-
действия играет роль фильтрующего устройства, которое как бы «подстраивает-
ся» простым изменением параметра 𝑞. Этот фильтр рассеивает волновую функ-
цию измеряемой частицы. В приближении Борна рассеянная волновая функция
движущейся частицы записывается в виде

𝜙𝑠 (𝑥, 𝑡) =

∫︁
d𝑡1

∫︁
d𝑥1𝐾0 (𝑥, 𝑡;𝑥1, 𝑡1)𝑉𝑞 (𝑥1, 𝑡1)𝜙 (𝑥1, 𝑡1), (3)

где 𝐾0 — это свободный Шрёдингеровский пропагатор, который в дальней зоне
от области взаимодействия вдоль прямой линии, задаваемой уравнением 𝑥 = 𝑣𝑡,
имеет асимптотический характер

𝐾0 (𝑣𝑡, 𝑡;𝑥1, 𝑡1) →
𝑡→∞

(︁ 𝑚

2𝜋~𝑖𝑡

)︁ 1
2

exp

(︂
𝑖𝑚𝑣2𝑡

2~

)︂
exp

(︂
𝑖𝑚𝑣2𝑡1
2~

)︂
exp

(︂
− 𝑖𝑚𝑣𝑥1

~

)︂
. (4)

Квадрат модуля рассеянной волны, измеренный детектором, расположенным
далеко от области взаимодействия, содержит измеренную информацию о поло-
жении 𝑞 и об импульсе 𝑝 = 𝑚𝑣 детектируемой частицы 𝜙 в момент времени 𝑡0.
Потенциал взаимодействия 𝑈𝑞 (𝑥), который в случае рассеивающего лазерного
импульса является просто окружающим импульс электрическим полем, может
быть ассоциирован с «экспериментальным» квантово механическим состоянием
фильтрующего устройства, которое можно обозначить через 𝜓* (𝑥+ 𝑞) (по при-
чинам последующего упрощения преобразований). Запишем этот квадрат модуля
в виде

⃒⃒∫︀
d𝑥1𝐾exp (𝑥, 𝑡;𝑥1, 𝑡0)𝜙 (𝑥1, 𝑡0)

⃒⃒2, где 𝐾exp = 𝐾0 *𝑉𝑞 — пропагатор прохож-
дения через наше экспериментальное фильтрующее устройство. Этот пропагатор
пропорционален величине 𝐾0 * 𝜓* (𝑥+ 𝑞), т.е. волновой функции фильтра.

Из выражений (3) и (4) получаем двухпараметрическое выражение для квад-
рата модуля рассеянной волны, которую К. Вудкевич предложил называть опе-
рациональным координатно-импульсным распределением вероятностей

𝑃 (𝑞, 𝑝) =
1

2𝜋~

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝜓* (𝑥+ 𝑞)𝜙 (𝑥) exp

{︂
−𝑖𝑝𝑥
~

}︂
d𝑥

⃒⃒⃒⃒2
. (5)

Выражение (5) буквально совпадает с выражением неотрицательной кванто-
вой функции распределения В. Курышкина [18–20].

Первая координатно-импульсная функция распределения (4) была предложе-
на Ю. Вигнером [15], который с самого начала понимал, что введённая им функ-
ция не может быть интерпретирована в качестве плотности распределения веро-
ятностей, так как она может принимать отрицательные значения.

С целью сделать её положительно определённой предпринимались различные
попытки, большей частью сглаживания, например, свёрткой с гауссовой или с
другими формальными функциями на фазовом пространстве. Их общей слабой
стороной оставалось невнимание к проблеме (конструкции, схеме) реалистическо-
го квантово-механического измерения.

Функция Курышкина–Вудкевича (5) претендует на эту роль, если 𝜓 — вол-
новая функция измерительного прибора, т.е. аналог смотровой функции из оп-
тической теории частотно-временной спектрограммы [13]. Как и в оптике, она
включает в себя и фильтр, и детектор.

Рассмотрим маргинальное распределение функции Курышкина–Вудкевича (5)

𝑃 (𝑞) =

∫︁
𝑃 (𝑞, 𝑝) d𝑝 =

∫︁
𝜙* (𝑥) |𝜓 (𝑥+ 𝑞) d𝑥|2 . (6)



102 Зорин А.В., Севастьянов Л.А.

Из соотношения (6) следует выражение для фазово-ожидаемого среднего зна-
чения координаты 𝑞

⟨𝑞⟩𝑃 =

∫︁
𝑞𝑃 (𝑞)d𝑞 = ⟨𝑞⟩𝜓 − ⟨𝑞⟩𝜙 . (7)

Из соотношения (7) видно, что величина ⟨𝑞⟩𝑃 измеряет относительное положе-
ние детектируемого состояния 𝜙 по отношению к положению состояния (филь-
тра/детектора) 𝜓. Этот результат полностью согласуется со схемой измерения,
описанной К. Вудкевичем при построении его фазовой функции распределения
вероятностей.

Имеется глубокая связь функции распределения Курышкина–Вудкевича с функ-
цией распределения Вигнера

𝑃 (𝑞, 𝑝) =

∫︁
𝑊𝜓 (𝑞 + 𝑥, 𝑝+ 𝑦) *𝑊𝜙 (𝑥, 𝑦) d𝑥d𝑦. (8)

Соотношение (8) отвечает на фундаментальный вопрос о правильном соответ-
ствии между функцией Вигнера и реально измеряемой координатно-импульсной
функцией распределения в фазовом представлении квантовой механики.

В оптике аналоги соотношений (8) и (5) связывают частотно-временную спек-
трограмму со смотровой функцией частотно-фильтрующего устройства.

В работе [22] соотношение (5) было обобщено на случай, когда состояния и
измеряемого объекта 𝜌1 и квантового фильтрующего детектора 𝜌2 являются сме-
шанными. Полученный авторами результат также буквально совпадает с выра-
жением неотрицательной квантовой функции распределения В. Курышкина для
смешанных состояний [18–20].

6. Операциональный постулат К. Вудкевича и
квантовая функция распределения В. Курышкина

Один из результатов конструкции К. Вудкевича — положительная определён-
ность функции распределения вероятности измеренных значений наблюдаемой.
Результат о положительной определённости свёртки двух функций Вигнера был
доказан в работе [23]. И оба этих результата подтверждают тезис о положительно
определённой квантовой функции распределения вероятностей наблюдения из-
меренных величин. Именно этот тезис В. Курышкин положил в основу постро-
ения своего правила квантования, однозначно соответствующего (согласно рабо-
там [9,11]) неотрицательной квантовой функции распределения. Затем построил
и саму квантовую функцию распределения, и правило квантования, зависящее
от вспомогательных функций {𝜙𝑘}.
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We show the coincidence of K. Wodkiewicz operational probability distribution function
and V. Kuryshkin quantum distribution function. The correspondence of both functions to L.
Cohen time-frequency spectrogram is shown. We discuss in brief the connection of investigated
distribution functions with statistical model of quantum measurement theory.
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