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В статье разработана методика решения задач о малых прогибах балок из идеального жестко-
пластического материала при действии несимметрично распределенных нагрузок с учетом предва-
рительного растяжения-сжатия. Разработанная методика применена для исследования напряженно-
деформированного состояния однопролетных балок, а также для вычисления предельной нагрузки 
балок. 
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В современном строительстве, судостроении, машиностроении, химической 
промышленности и в других отраслях техники наиболее распространенными 
видами конструкций являются стержневые, в частности балки. Естественно, что 
для определения реального поведения стержневых систем (в частности, балок) 
и ресурсов их прочности необходим учет пластических деформаций. 

Расчет конструктивных систем при учете пластических деформаций с по-
мощью модели идеального жесткопластического тела является наиболее простым, 
с одной стороны, и достаточно приемлемым с точки зрения требований практики 
проектирования — с другой. Если иметь в виду область малых перемещений кон-
структивных систем, то это объясняется тем, что несущая способность («пре-
дельная нагрузка») идеальных жесткопластических и упругопластических систем 
оказывается одной и той же. 

Дополнительные резервы и более строгая оценка несущей способности конст-
рукций выявляются в результате учета геометрической нелинейности при дефор-
мировании их. В настоящее время учет геометрической нелинейности в расчетах 
конструктивных систем является первоочередной задачей не только с точки зрения 
развития теории расчета, но и с точки зрения практики проектирования сооруже-
ний. Приемлемость решений задач о расчете конструкций в условиях малости 
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перемещений достаточно неопределенна, с другой стороны, практические данные 
и свойства деформируемых систем позволяют считать, что большие перемещения 
являются реально достижимыми. Достаточно указать на конструкции строитель-
ных, химических, судо- и машиностроительных объектов. Кроме того, модель 
жесткопластического тела означает пренебрежение упругими деформациями, т.е. 
пластические деформации намного превосходят упругие. Поскольку деформациям 
соответствуют перемещения, то учет больших перемещений жесткопластических 
систем является уместным. 

Однако геометрически нелинейное деформирование конструкций в большин-
стве случаев неизбежно приводит и к возникновению пластических деформаций. 
Поэтому особое значение приобретает одновременный учет пластических дефор-
маций и геометрической нелинейности в расчетах конструктивных систем и, ко-
нечно, стержневых. 

В данной статье рассматриваются малые прогибы. Подобные задачи решались 
в работах [1—4]. 

Рассматривается балка с защемленными опорами, под действием ступенча-
той нагрузки, краевых моментов и предварительно приложенной продольной 
силы (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Балка под распределенной нагрузкой 

Уравнения равновесия балки при больших прогибах в безразмерной форме 
имеет вид 
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Рассмотрим первый этап деформирования — «малые» прогибы. Пластическое 
сечение возникает при х = х2, в нем т = 1 – 2

1 .n  

Выражения для скоростей прогибов имеют вид (w0 — прогиб при х = х2): 
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Решение задачи разбивается на два случая: ≤2 1 х l  и ≥2 1.х l  

Рассмотрим случай ≤2 1.х l  

Для зоны ≤ ≤2 10 х l  из (1) получаем: 
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Учитывая возникновение пластического шарнира при х = х2, получаем: 
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Рассматривая случай ≥2 1,х l  получаем: 

для зоны ≤ ≤ 10 x l  выражение для изгибающих моментов имеет вид 
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а для зоны ≤ ≤1 2 —l x  
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Из условия пластичности вытекает равенство 
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откуда получаем выражение для нагрузки: 
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 Таблица 1 Таблица 2 

 k1 = 0    l1 = 0,66 k1 = 0    l1 = 1,33 

n1 α   n1 α 

–1 –0,5 0 0,5 1   –1 –0,5 0 0,5 1 

0 6,48 9,72 12,96 16,2 19,44   0 2,53 3,80 5,06 6,33 7,59 
0,5 3,24 6,48 9,72 12,96 16,2   0,5 1,27 2,53 3,80 5,06 6,33 

 

 Таблица 3 Таблица 3 

 k1 = 0,5    l1 = 1,61 k1 = 0,5    l1 = 2,0 

n1 α   n1 α 

–1 –0,5 0 0,5 1   –1 –0,5 0 0,5 1 

0 2,98 4,47 5,96 7,45 8,94   0 3,56 5,33 7,11 8,89 10,7 
0,5 1,49 2,98 4,47 5,96 7,45   0,5 1,78 3,56 5,33 7,11 8,89 

 Таблица 5 Таблица 6 

 k1 = 0,8    l1 = 0,94 k1 = 1    l1 = 1,33 

n1 α   n1 α 

–1 –0,5 0 0,5 1   –1 –0,5 0 0,5 1 

0 2,24 3,56 4,49 5,61 6,73   0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 
0,5 1,12 2,24 3,36 4,49 5,61   0,5 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 
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 Таблица 7 Таблица 8 

 k1 = 0,8    l1 = 1,65 k1 = 0,2    l1 = 0,42 

n1 α   n1 α 

–1 –0,5 0 0,5 1   –1 –0,5 0 0,5 1 

0 2,55 3,83 5,15 6,38 7,66   0 7,31 10,9 14,6 18,3 21,9 
0,5 1,28 2,55 3,83 5,15 6,38   0,5 3,65 7,31 10,9 14,6 18,3 

 

Задавая коэффициент нагрузки k1 от 0 до 1, изгибающий момент α от –1 до 1, 

значение продольной силы n1 от 0 до 1, расстояние l1 от 0 до 2, получим поло-
жение пластического шарнира по формулам (3) и (5), а затем получим значение 
предельной нагрузки по формулам (4) или (6). Численные результаты расчетов 
сведены в таблицы 1—8. 
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In the work up the technique of the decision of problems about the little deflections of beams from 
ideal hard-plastic material, with various kinds of fastening, for want of action of the asymmetrically distri-
buted loads with allowance for of preliminary stretching-compression is developed. The developed technique 
is applied for research of the strained-deformed condition of beams, and also for calculation of a deflection 
of beams with allowance for of geometrical nonlinearity. 
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