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Описана процедура применения «принципа обратной связи по квазиускорению» при
построении самонастраиваемого управляющего вектора для приведения состояния ме-
ханических и обобщённых систем без удара в заданное многообразие фазового состояния
систем за конечный промежуток времени в условиях полной или частичной неопреде-
лённости массо-инерционных параметров системы и действующих на неё возмущений.
Процесс такого управления назван безударной стабилизацией системы за конечное вре-
мя. Многообразия состояния систем задаются совокупностью голономных и неголоном-
ных программных связей. Получено множество векторов управления, обеспечивающих
решение этой задачи. Затем из этого множества выделяются векторы управления мини-
мальной размерности и минимальной евклидовой нормы. Указаны примеры применения
полученных результатов для решения задач прикладного значения, таких как управле-
ние безударной стыковкой надводных, подводных и космических аппаратов, безударной
посадкой спускаемых аппаратов на подвижные платформы, а также захвата подвижных
объектов, в том числе «космического мусора».

В отличие от предыдущих работ автора, посвящённых проблемам управления механи-
ческими системами, здесь, наряду с ними, рассматриваются также более общие системы,
включающие в себя системы другой физической природы, такие как системы Гельмголь-
ца, и широкий класс систем с переменными массами, зависящими, кроме обобщённых
координат, ещё и от обобщённых скоростей. Кроме того, к таким системам можно отне-
сти также экономические системы при их рассмотрении в качестве динамических ана-
логов механических и обобщённых систем. Следует отметить, что при вышеуказанном
расширении класса исследуемых систем приходится считаться с тем, что обобщённая
матрица квадратичной формы массо-инерционных характеристик системы может не
являться определённо положительной, в отличие от механических систем, а лишь быть
неособенной. Это обстоятельство не позволяет построить управление без использования
элементов этой матрицы, что было возможно в случае механических систем. Вместе с
тем в работе удалось построить универсальный вектор, не зависящий от этих элемен-
тов, для любых обобщённых систем, умножением которого на эту обобщённую матрицу,
определяется закон управления любой данной обобщённой системой. Таким образом,
результаты работы можно рассматривать в качестве существенного вклада в теорию са-
монастраиваемого управления механическими и обобщёнными системами и их динами-
ческими аналогами, когда целью управления является безударное приведение состояния
системы в многообразие, образованное программными связями при неполной информа-
ции о действующих на систему неуправляющих силах и возмущениях.

Ключевые слова: принцип обратной связи по квазиускорению, самонастраиваемое
управление, безударное приведение в многообразие, конечное время, механические и
обобщённые системы.

1. Введение
Работа посвящена развитию идей, заложенных в «принципе декомпозиции» [1]

и развитых в работах [2–4].
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В данной работе предлагается «принцип обратной связи по квазиускорению»,
с помощью которого строятся универсальные алгоритмы безударной стабилиза-
ции за конечное время фазового состояния механических и обобщённых систем,
заданного голономными и неголономными программными связями. В отличие от
«принципа декомпозиции» [1] решение задачи возможно и при размерности векто-
ра управления, меньшей числа степеней свободы системы. При этом предполага-
ется, что массо-инерционные параметры системы и возмущающие силы известны
неточно. Полученные результаты позволяют решать задачи прикладного харак-
тера, подобные рассмотренным в [5–7], более экономно, благодаря применению
предложенного «принципа обратной связи по квазиускорению».

2. Управление механическими системами

Рассматривается механическая система, динамика которой описывается урав-
нениями Лагранжа второго рода
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= 𝑄+𝑄′, (1)

𝑇 =
1

2
𝑞𝑇𝐴(𝑞, 𝑡)𝑞 + 𝑞𝑇 𝑏(𝑞, 𝑡) + 𝑇0(𝑞, 𝑡), (2)

где 𝐴 — определённо положительная матрица, 𝑏 — вектор, 𝑇0 — скаляр, 𝑞, 𝑞 ∈ 𝑅𝑛

— векторы обобщённых координат и скоростей. Элементы 𝐴, векторов 𝑄′, 𝑏 и 𝑇0
предполагаются непрерывными и ограниченными.

Пусть многообразие невозмущённого состояния механической системы задано
с помощью непрерывных функций в виде

�̄�1(𝑞, 𝑡) = 0, 𝐴(𝑞, 𝑡)𝑞 + �̃�2(𝑞, 𝑡) = 0, (3)

где �̄�1 — 𝑘1-мерный, а �̃�2 — 𝑘2-мерный вектор, 𝐴 — (𝑘2 × 𝑛) матрица.
Предположим, что det ‖ ΩΩ𝑇 ‖≠ 0, Ω =‖ 𝜕𝜔1/𝜕𝑞,𝐴 ‖ — матрица размера 𝑘×𝑛,

𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2. Задача заключается в построении 𝑄 для обеспечения безударного
приведения за конечное время фазового состояния механической системы (1) в
многообразие (3) при любых 𝑞0, 𝑞0, 𝑏(𝑞, 𝑡), 𝑇0(𝑞, 𝑡), 𝑄′. Такой процесс назовём
безударной стабилизацией системы за конечное время.

Для решения задачи переходим от координат 𝑞𝜈 к другим координатам
𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑘1 — элементам �̄�1, и квазикоординатам 𝜔𝑗(𝑗 = 𝑘1 + 1, 𝑘1 + 2, . . . , 𝑘),
где 𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2, а также координатам 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛−𝑘, ортогональным 𝜔𝑖 (𝑖 =
1, 2, . . . , 𝑘) [7].

Введём вместо ˙̄𝜔1 квазискорости

˙̃𝜔1 = ˙̄𝜔1 + 𝜇�̄�1, (4)

где 𝜇�̄�1 — вектор с элементами 𝜇𝜈𝜔𝜈 , 𝜇𝜈 = const > 0 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑘1). Присо-
единяя к (4) ˙̄𝜔2 = 𝐴𝑞 + �̃�2, получим 𝑘-мерный вектор ˙̃𝜔 = ( ˙̃𝜔1, ˙̃𝜔2). Выражая 𝑇 в
виде 𝑇 = 𝑇�̃� + 𝑇𝑝 + 𝑇0, где 𝑇�̃� = ˙̃𝜔𝑇𝐴𝜔 ˙̃𝜔/2 + ˙̃𝜔𝑇 𝑏�̃�, 𝑇0 = 𝑇0 + 𝑇 0

�̃�, 𝑏�̃� = 𝑏𝜔 − 𝐴𝜔�̃�,
𝑇

(2)
�̃� = ˙̃𝜔𝑇𝐴𝜔 ˙̃𝜔/2, получим уравнение (1) в квазикоодинатах [7]:
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Систему (5) представим в виде 𝐴𝜔 ¨̃𝜔 = 𝑄𝜔+ �̃�′
𝜔. Вектор 𝑄𝜔 квазиобобщённых

управляющих сил ищем в виде:
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𝑄𝜔 = −(sign ˙̃𝜔)(𝑄0
𝜔 +Δ𝑄𝜔), (6)

где sign ˙̃𝜔 — диагональная матрица (𝑘 × 𝑘) с элементами sign ˙̃𝜔𝜈(𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑘).

При 𝑡 = 0 если ˙̃𝜔𝑇 ¨̃𝜔 > 0, то для определения постоянной составляющей 𝑄0
𝜔, не

используя информацию об элементах матрицы 𝐴𝜔 (а следовательно и матрицы
𝐴), сообщаем системе (6) при 𝑡 = 0 управление

𝑄𝜔 = −(sign ¨̃𝜔)(𝜆𝑡), (7)

где sign ¨̃𝜔 — диагональная матрица, 𝜆 — вектор с достаточно большими положи-
тельными элементами.

Момент времени обращения ¨̃𝜔 в нуль обозначим через 𝑡0. Заметим, что при
𝑡 = 𝑡0 имеет место

�̃�′
𝜔 = [sign ¨̃𝜔(0)](𝜆𝑡0). (8)

Теперь потребуем, чтобы при 𝑡 = 𝑡0 +Δ𝑡, Δ𝑡 > 0, имело место

˙̃𝜔𝑇 ¨̃𝜔 = −𝛿, 𝛿 = const > 0. (9)

Для этого при 𝑡 = 𝑡0 сообщим системе управление

𝑄𝜔 = −(sign ˙̃𝜔)(𝜆𝑡0 + Δ̃), (10)

где Δ̃ — вектор с элементами Δ𝜈 > 0, при которых соблюдается неравенство в
(9). В противном случае необходимо увеличивать Δ𝜈 .

Измерение или вычисление ¨̃𝜔 продолжим до тех пор, пока не наступит равен-
ство

˙̃𝜔𝑇 ¨̃𝜔 = −𝛿0, (11)

где 𝛿0 = 𝛾𝛿, 1 > 𝛾 > 0.

В момент времени 𝑡1 > 𝑡0 наступления (11) добавим к (10) дополнительно Δ̃.
Тогда (10) принимает вид

𝑄𝜔 = −(sign ˙̃𝜔)[𝜆𝑡0 + Δ̃(1 + 𝑖)], (12)

где 1 + 𝑖 соответствует моменту времени №1 наступления равенства (11).
При продолжении измерения или вычисления левой части (9) возможно на-

ступление следующего момента времени 𝑡2, при котором имеет место (11). За-
метим, что момента времени 𝑡2, удовлетворяющего (11), может и не быть. Если
𝑡2 существует, то 𝑖 в (12) удваивается, т.е. заменяется на 𝑖 = 2. Таким образом,
процедура определения 𝑖 в

𝑄𝜔 = −(sign ˙̃𝜔)[𝜆𝑡0 + Δ̃(𝑖+ 1)] (𝑖 = 1, 2, . . .), (13)

продолжается до тех пор, пока не наступит время обращения �̃� в нуль.
Необходимо отметить, что при ˙̃𝜔𝑇 (0)¨̃𝜔(0) < −𝛿0 значения 𝜆 следует выбрать

равным нулю.
Следовательно, искомые векторы 𝑄0

𝜔, Δ𝑄𝜔 в правой части (7) можно пред-
ставить в виде

𝑄0
𝜔 = (𝜆𝑡0+Δ̃) sign [( ˙̃𝜔𝑇(0)¨̃𝜔0(0)+𝛿0)+| ˙̃𝜔𝑇(0)¨̃𝜔(0)+𝛿0|], Δ𝑄𝜔 = Δ̃𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . .).

Заметим, что предложенный выше способ самонастраиваемого управления
представляет собой «принцип обратной связи по квазиускорению» в дискретные
моменты времени 𝑡𝜈 (𝜈 = 1, 2, . . .), соответствующие 𝑖 = 1, 2, . . ..
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Как показано в [7], в некоторый конечный момент времени 𝑡1 изображающие
точки (𝜔𝜈 , �̇�𝜈), согласно (4), окажутся на линиях разрыва

�̇�𝜈 + 𝜇𝜈𝜔𝜈 = 0 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑘1) (14)

и при этом знаки 𝜔𝜈(𝑡1) и �̇�𝜈(𝑡1) будут противоположными, что необходимо для
обеспечения управления системой в «режиме торможения» [7], обеспечивающе-
го достижение одновременного обращения в нуль значений 𝜔𝜈 и �̇�𝜈 в конечные
моменты времени

𝑡2𝜈 = 𝑡1 +
2 |𝜔𝜈(𝑡1)|
|�̇�𝜈(𝑡1)|

(𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑘1),

если элементы вектора управления 𝑄𝜔 выбрать в виде [7]:

𝑄𝜔𝜈 = −(sign ˙̃𝜔0𝜈)[𝜆𝜈𝑡0 + Δ̃𝜈(𝑖+ 1)] (𝑖 = 1, 2, . . .), (15)

где
˙̃𝜔0𝜈 = ˙̃𝜔𝜈sign ˙̃𝜔2

𝜈 + ˙̃𝜔3𝜈sign(1− sign ˙̃𝜔2
𝜈), (16)

˙̃𝜔𝜈 — элементы вектора ˙̃𝜔𝑇 = ( ˙̃𝜔1, ˙̃𝜔2),

˙̃𝜔3𝜈(𝜏) = −�̇�𝜈(𝜏) + �̇�𝜈(𝑡1) +
�̇�2
𝜈(𝑡1)

2𝜔𝜈(𝑡1)
𝜏 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑘1), 𝜏 = 𝑡− 𝑡1. (17)

Заметим, что в (17) знаки 𝜔𝜈(𝑡1) и �̇�𝜈(𝑡1) в силу (14) являются противополож-
ными.

Теперь управление исходной системой (1) с минимальной евклидовой нормой
определяется в виде [8]:

𝑢 = Ω̄𝑇 (Ω̄Ω̄𝑇 )−1𝑄𝜔, (18)

где Ω̄ = Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1.

Если 𝑄 задавать в виде 𝑄 = 𝑀0�̄� , где 𝑀0(𝑞, 𝑞, 𝑡) — матрица (𝑛 × 𝑟), 𝑈 —
𝑟-мерный вектор управления, то из (18) следует

(ΩΩ𝑇 )−1Ω𝑀0𝑈 = 𝑄𝜔. (19)

При условии Ω̃ = Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1Ω𝑀0, det ‖ Ω̃Ω̃𝑇 ‖≠ 0 решения уравнения (19)
относительно 𝑈 можно представить в виде [8]

𝑈 = Ω̃𝑇 (Ω̃Ω̃𝑇 )−1𝑄𝜔 + 𝑈𝑟, (20)

где 𝑈𝑟 — 𝑟-мерный вектор, удовлетворяющий условию Ω̃𝑈𝑟 = 0, который можно
представить в виде [8]:

𝑈𝑟 = [𝐸 − Ω̃𝑇 (Ω̃Ω̃𝑇 )−1Ω̃]�̃� ,

где 𝐸 — единичная матрица, �̃� — произвольно задаваемый вектор.

Заметим, что при 𝑟 = 𝑘 матрица Ω̃ является квадратной. Следовательно,
𝑈𝑟 = 0, так как при этом Ω̃𝑇 (Ω̃Ω̃𝑇 )−1Ω̃ =𝐸. Отсюда следует, что минимальная
размерность вектора управления 𝑈 в случае 𝑘 6 𝑟 может быть равна размер-
ности 𝑘 вектора 𝜔, что является меньше числа степеней свободы системы (1).
Следует отметить, что при 𝑟 > 𝑘, полагая 𝑈𝑟 = 0 в (20), получим управление 𝑈 с
минимальной евклидовой нормой.
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3. Управление обобщёнными системами

В случае механических систем матрица 𝐴 в (2) является определённо поло-
жительной по 𝑞. При этом матрица 𝐴𝜔 в (6) тоже является положительно опре-
делённо. Для того, чтобы убедиться в этом, определим выражение 𝐴𝜔 через 𝐴
следующим образом. Определим 𝑞 через �̇�, дифференцируя 𝜔1 по 𝑡 и присоеди-
няя к ней второе равенство в (3). Получим

𝜕𝜔1

𝜕𝑞
𝑞 = −𝜕𝜔1

𝜕𝑡
+ �̇�1, 𝐴(𝑞, 𝑡)𝑞 = −�̃�2(𝑞, 𝑡) + �̇�2. (21)

Учитывая предположение

det ‖ ΩΩ𝑇 ‖≠ 0, Ω =‖ 𝜕𝜔1/𝜕𝑞,𝐴 ‖, (22)

получим решение (21) через �̇�, �̇�2 в виде [8]:

𝑞 = Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1

⃦⃦⃦⃦
�̇�1 −𝜕𝜔1/𝜕𝑡

�̇�2 −�̃�2

⃦⃦⃦⃦
. (23)

Подставляя (23) в 𝑇2 = 𝑞𝑇𝐴𝑞, получим 𝑇
(2)
𝜔 = �̇�𝑇 [Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1]

𝑇
𝐴Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1�̇�,

�̇� =

⃦⃦⃦⃦
�̇�1

�̇�2

⃦⃦⃦⃦
. Отсюда следует, что 𝐴𝜔 = [Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1]

𝑇
𝐴Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1 является опре-

делённо положительной, если 𝐴 — определённо положительная матрица. Если 𝐴
не является определённо положительной, а лишь является неособенной и может
зависеть кроме 𝜔, 𝑡 ещё и от 𝑞, что имеет место в случае обобщённых систем [9],
то матрица 𝐴𝜔 не будет определённо положительной.

Следует отметить, что к обобщённым системам относятся системы Гельмголь-
ца [9] и широкий класс систем с переменными массами, зависящими кроме обоб-
щённых координат и времени ещё и от обобщённых скоростей [10]. Заметим, что
методы, разработанные здесь для обобщённых систем, применимы и к механиче-
ским системам, т.к. они являются частным случаем обобщённых систем.

В случае, когда 𝐴𝜔 в (6) является определённо положительной, в п. 2 уда-
лось построить вектор 𝑄 обобщённых сил в (1) без информации об элементах
матрицы 𝐴. В данном случае не удаётся этого добиться, но оказывается возмож-
ным представить 𝑄 в виде 𝑄 = 𝐴𝑅(𝜔, �̇�, 𝑡), где 𝑅 — вектор, определяемый без
использования информации об элементах матрицы 𝐴.

Следовательно, для всех обобщённых систем с неособенной матрицей 𝐴, 𝑅
является универсальным вектором, зависящим лишь от функций 𝜔, �̇�, определя-
ющих многообразие (3) заданного фазового состояния обобщённой системы.

Для определения 𝑅 систему (1) умножим на 𝐴−1, после чего она становится
аналогом механической системы с единичной матрицей 𝐴 и вектором обобщённых
сил 𝑄, равным 𝑅 = 𝐴−1𝑄. Тогда система (6) представляется в виде

𝐴𝜔 ¨̃𝜔 = 𝑅𝜔 +𝑅′
𝜔, (24)

где 𝐴𝜔 — матрица вида

𝐴𝜔 = [Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1]
𝑇
𝐸Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1, (25)

𝐸 — единичная матрица.
Умножая (24) на 𝐴−1

𝜔 , получим ¨̃𝜔 = �̃�𝜔 +𝐴−1
𝜔 𝑅′

𝜔, �̃�𝜔 = 𝐴−1
𝜔 𝑅𝜔.

Далее, повторяя рассуждения п. 2, из (15) после замены 𝜆𝜈𝑡0 на |𝐴𝜔(0)¨̃𝜔(0)|,
соответствующее начальному моменту времени 𝑡0 = 0, получим вектор �̃�𝜔 с эле-
ментами
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�̃�𝜔𝜈 = −(sign ˙̃𝜔0𝜈)[|𝐴𝜔(0)¨̃𝜔(0)|+ Δ̃𝜈(𝑖+ 1)] (𝑖 = 1, 2, . . .), (26)

где ˙̃𝜔0𝜈 имеет вид (16). При этом отсчёт моментов времени 𝑡𝜈 наступления равен-
ства (11) ведётся непосредственно после момента 𝑡 = 0.

После этого определим 𝑅𝜔 = 𝐴𝜔�̃�𝜔, а из (18)

𝑅 = Ω̄𝑇 (Ω̄Ω̄𝑇 )−1𝐴𝜔�̃�𝜔, Ω̄𝑇 = Ω𝑇 (ΩΩ𝑇 )−1. (27)

Наконец, умножая 𝑅 на 𝐴, получим обобщённый вектор управления системой (1):

𝑄 = 𝐴Ω̄𝑇 (Ω̄Ω̄𝑇 )−1𝐴𝜔�̃�𝜔, (28)

𝐴𝜔, �̃�𝜔, Ω̄,Ω имеют выражения (25), (26), (27), (22).
Заметим, что вектор 𝑄 носит ступенчатый характер, так как 𝑅𝜔 теряет свою

непрерывность или гладкость в моменты времени 𝑡0, 𝑡𝜈(𝜈 = 1, 2, . . .), 𝑡1, предше-
ствующие концу процесса управления, и в моменты времени 𝑡2 = max 𝑡𝜈 дости-
жения системой состояния 𝜔(𝑡2) = 0, �̇�(𝑡2) = 0 без удара.

В заключение отметим, что в качестве примеров применения вышеизложен-
ных результатов к решению задач прикладного значения могут служить задачи,
рассмотренные в [5–7,9,10], и задачи управления экономическими процессами [11].
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The Principle of Feedback on the Quasi-Accelerations for
Unstressed Stabilization in Finite Time of Given Manifolds of

Mechanical and Generalized Systems

I.A. Mukhametzyanov

Department of Theoretical Physics and Mechanics
Peoples’ Friendship University of Russia

6, Miklukho–Maklaya str., Moscow, Russian Federation, 117198

The procedure is described of application of the “principle of feedback on the quasi-
accelerations” in the construction of auto-adjustment control vector for bringing the con-
dition of mechanical and generalized systems without impact to a given manifold of phase
state of systems in finite time, in full or partial uncertainty mass-inertial parameters of the
system and disturbances acting on it. This process is called unstressed stabilization of sys-
tem in a finite time. Varieties of the condition of systems are given by set of holonomic and
nonholonomic soft links. A set of control vectors that provide a solution to this problem
is obtained. Then from this set of vectors control vectors of minimal dimension and min-
imum Euclidean norm are allocated. The examples are shown of applying these results to
solve problems of practical importance, such as process of control of unstressed docking of
surface and underwater and spacecrafts objects, unstressed landing of landers to the moving
platforms, and capture of fast moving objects, including “space debris”.

In contrast to previous works of the author on the problems of control of mechanical
systems, here, along with them, more general systems are also considered, including systems
of other physical nature, such as the Helmholtz system, and a wide class of systems with
variable masses, depending not only on generalized coordinates, but also on the generalized
velocities. In addition, such systems may also include economic systems when considered
as dynamic analogs of mechanical and generalized systems. It should be noted that in the
above extension of the class of systems under study one have to reckon with the fact that the
generalized matrix of quadratic form of the mass-inertial characteristics of the system may
not be positive definite, unlike mechanical systems, but only to be nonsingular. This fact does
not allow building a control without the use of elements of this matrix, it was possible in the
case of mechanical systems. However, in the work a universal vestor could be built that does
not depend on these elements, for any generalized systems, Multiplying that vector by this
generalized matrix, the law of control of any given generalized system is determined. Thus,
the results can be regarded as a significant contribution to the theory of auto-adjustment
control of mechanical and generalized systems and their dynamic counterparts, when the goal
of control is unstressed bringing of condition of system to given manifold, formed by program
constraints, with incomplete information about the non-control forces and disturbances acting
on system.

Key words and phrases: The principle of feedback on the quasi-accelerations, auto-
adjustment control, unstressed bringing to manifold, finite time, mechanical and generalized
systems.
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