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Решается задача управления динамикой системы, содержащей элементы различной
физической природы. Используя известные динамические аналогии, процессы в слож-
ной системе описываются уравнениями классической механики. Соответствующие диф-
ференциально-алгебраические уравнения включают в себя уравнения динамики, урав-
нения связей и формулировку целей управления. Динамика системы описывается урав-
нениями Лагранжа или уравнениями в канонических переменных, содержащими неопре-
делённые множители в правых частях. Задача определения множителей Лагранжа или
управляющих функций, соответствующих уравнениям связей, сводится к построению
множества систем дифференциальных уравнений, имеющих заданные частные интегра-
лы. Приводится определение устойчивости решений уравнений динамики по отношению
к уравнениям связей. Для обеспечения асимптотической устойчивости и стабилизации
связей при численном решении дифференциальных уравнений вводятся динамические
показатели, учитывающие отклонения от уравнений связей. Строится расширенная си-
стема уравнений динамики, состоящая из уравнений динамики исходной системы и урав-
нений возмущений связей. Уравнения возмущений связей, построенные по модифици-
рованным динамическим показателям, позволяют определить условия устойчивости и
стабилизации связей. Приводятся условия стабилизации связей, соответствующие чис-
ленному решению уравнений динамики методом Эйлера и методом Рунге–Кутта. Пред-
лагается решение задачи стабилизации вертикального положения стержня, закреплён-
ного шарнирно на тележке, совершающей прямолинейное движение. Управление осу-
ществляется посредством действующей на тележку силы и момента, приложенного к
стержню.
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1. Введение
Известные кинематические и динамические аналогии в элементах различной

физической природы позволяют использовать уравнения и методы классической
механики и современные методы моделирования для решения задач управле-
ния сложными системами. Введением унифицированных переменных [1, 2] ди-
намические процессы в этих системах могут быть описаны дифференциально-
алгебраическими уравнениями, составленными из кинематических соотношений,
целей управления, уравнений связей и уравнений динамики. Задачи моделиро-
вания процессов в экономических системах [3] решаются по аналогии динамиче-
ских процессов в простейшем экономическом объекте движению точки перемен-
ной массы. Развитие задач управления программным движением точки и тела
переменной массы [4,5] с использованием методов решения обратных задач диф-
ференциальных уравнений [6–10] явились основой для разработки методов реше-
ния задач динамики [11,12], управления со стабилизацией связей [13] и численных
методов решения дифференциально-алгебраических уравнений [14]. Методы ре-
шения задач управления со стабилизацией связей оказались эффективными для
решения задач управления портфелями финансовых активов [15].

Основу унифицированного множества переменных составляют перемещение,
расход, импульс и усилие [2]. Процесс исследования динамики и решения задачи
управления состоит из двух частей. На первом этапе, исходя из постановки задачи
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и соответствующих законов динамики, составляются дифференциальные уравне-
ния. На следующем этапе определяется решение или проводится качественное
исследование решений системы дифференциальных уравнений и решается соот-
ветствующая задача управления.

Для построения уравнений динамики используются величины, которые харак-
теризуют динамическое поведение систем различной физической природы. Среди
динамических величин возможно провести некоторую классификацию. Уравне-
ния динамики системы могут быть составлены в форме уравнений Лагранжа,
Гамильтона или в других формах, используемых в современной механике и тео-
ретической физике.

Одним из основных положений естественных наук является принцип сохра-
нения энергии. В механической системе и в технических системах энергия обыч-
но представляется в трёх видах: кинетическая, потенциальная и тепловая энер-
гия. Кинетическая энергия системы обусловливается её скоростью, потенциаль-
ная энергия обусловливается конфигурацией системы или её деформацией. В рас-
сеивающей части системы энергия превращается в тепло и определяется функ-
цией рассеяния, или диссипативной функцией.

Уравнения динамики механической системы составляются в соответствии с
её принципами, выраженными через динамические показатели. Наиболее распро-
странённой формой уравнений движения механических систем является систе-
ма уравнений, представленная уравнениями Лагранжа относительно обобщённых
координат и скоростей или уравнениями Гамильтона, записанными в канониче-
ских переменных. Некоторая классификация динамических показателей позво-
ляет также установить соответствующие аналогии.

Кинетическая энергия и диссипативная функция являются функциями ско-
рости 𝑣 или в унифицированных переменных функциями расхода 𝑓 . В [2] под
кинетической энергией предлагается понимать энергию, выраженную через им-
пульс 𝑇 = 𝑇 (𝑝, 𝑞, 𝑡), а кинетическую энергию, определяемую через расход 𝑇 * =
𝑇 *(𝑓, 𝑞, 𝑡) называть кинетической коэнергией. Аналогично определяются понятия
потенциальной коэнергии 𝑉 = 𝑉 (𝑞, 𝑡) и потенциальной энергии 𝑉 * = 𝑉 *(𝑒, 𝑡),
а также диссипативной кофункции 𝐷* = 𝐷*(𝑓, 𝑡) и диссипативной функции
𝐷 = 𝐷(𝑝, 𝑡). Так, прямолинейному движению тела под действием силы упругости
𝐹𝑐 = −𝑐𝑥 и с сопротивлением пропорциональным скорости 𝐹𝑘 = −𝑘𝑣 соответству-
ют

𝑉 * = 𝑉 = −1

2
𝑐𝑥2, 𝐷* =

1

2
𝑘𝑣2, 𝐷 =

𝑘𝑝2

2𝑚
.

Аналогичные выражения определяются для электрической цепи, составленной
из индуктивности 𝐿, сопротивления 𝑅 и ёмкости 𝐶:

𝑉 * = 𝑉 =
1

2𝐶
𝑞2, 𝐷* =

1

2
𝑅𝑖2, 𝐷 =

𝑅𝜆2

2𝐿2
.

2. Уравнения динамики

Пусть состояние системы определяется обобщёнными координатами 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛
и скоростями 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛, 𝑣𝑖 = d𝑞𝑖/d𝑡, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, удовлетворяющими уравнениям
связей

𝑓(𝑞, 𝑡) = 0, 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑚), 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) (1)

𝑓 ′(𝑞, 𝑣, 𝑡) = 0, 𝑓 ′ =
(︀
𝜙𝑚+1, . . . , 𝜙𝑟

)︀
, 𝑣 =

(︀
𝑣1, . . . , 𝑣𝑛

)︀
, 𝑚+ 𝑟 6 𝑛. (2)

Если известны кинетическая коэнергия, потенциальная коэнергия, диссипа-
тивная кофункция и действующие на систему непотенциальные обобщённые си-
лы, то динамика системы может быть описана уравнениями Лагранжа с неопре-
делёнными множителями 𝜆1, . . . , 𝜆𝑟:



Мухарлямов Р. Г., Горшков Е.А. Управление динамикой связанных . . . 75

d𝑞

d𝑡
= 𝑣,

d

d𝑡

𝜕𝑇 *

𝜕𝑣
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞

*
= −𝜕𝑉

*

𝜕𝑞
− 𝜕𝐷*

𝜕𝑣
+𝑄+𝑅, (3)

𝑅 =

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣

)︂𝑇

𝜆, 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑟) , 𝜙𝜇 =
𝜕𝑓𝜇
𝜕𝑞𝑖

𝑣𝑖 +
𝜕𝑓𝜇
𝜕𝑡

, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚.

Здесь и в дальнейшем по одинаковым индексам производится суммирование.
Непосредственное использование уравнений (1)–(3) связано с накоплением оши-
бок численного интегрирования, что приводит к неустойчивости решения по от-
ношению к уравнениям связей (1), (2). Общий подход к решению проблемы ста-
билизации связей сводится к модификации определения выражений множителей
Лагранжа для обеспечения стабилизации связей. В конечном итоге подстановка
модифицированных множителей Лагранжа в правые части уравнений динамики
соответствует построению системы дифференциальных уравнений по известным
частным интегралам [6–9].

Для решения задачи стабилизации связей введём добавочные переменные 𝑦,
𝑧, определяемые равенствами

𝑦 = 𝑓(𝑞, 𝑡), (4)

𝑧 = 𝜙(𝑞, 𝑣, 𝑡), 𝑧 = (𝑦̇, 𝑦′), 𝑦̇ =
d𝑦

d𝑡
. (5)

С учётом новых переменных будем рассматривать расширенную систему, ко-
торой соответствуют лагранжиан 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 , и диссипативная
функция 𝐷 = 𝐷(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡), удовлетворяющие условиям 𝐿(𝑞, 𝑣, 0, 0, 𝑡) = 𝐿*(𝑞, 𝑣, 𝑡),
𝐿* = 𝑇 * − 𝑉 *, 𝐷(𝑞, 𝑣, 0, 0, 𝑡) = 𝐷*(𝑞, 𝑣, 𝑡), и на которую действуют силы 𝑄 + 𝑅.
Динамика расширенной системы будет описываться уравнениями

d𝑞

d𝑡
= 𝑣,

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑣
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
= −𝜕𝐷

𝜕𝑣
+𝑄+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣

)︂𝑇

𝜆, (6)

d𝑦

d𝑡
= 𝑦̇,

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
− 𝜕𝐿

𝜕𝑦
= −𝜕𝐷

𝜕𝑦̇
, (7)

d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
= −𝜕𝐷

𝜕𝑦′
, (8)

𝑦 = 𝑓(𝑞, 𝑡), 𝑦′ = 𝑓 ′(𝑞, 𝑣, 𝑡).

Если 2𝐿 = 𝑣𝑇𝑀(𝑞)𝑣 + 𝑧𝑇𝐴(𝑞)𝑧 − 2𝑉 (𝑞, 𝑦), то система (6)–(8) принимает вид

d𝑞

d𝑡
= 𝑣, 𝑀

d𝑣

d𝑡
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞
= −𝜕𝐷

𝜕𝑣
+𝑄+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂𝑇

𝜆,

d𝑦

d𝑡
= 𝑦̇, 𝐴

d𝑧

d𝑡
− 𝜕𝐿

𝜕𝑦
= −𝜕𝐷

𝜕𝑧
,

и легко приводится к виду, разрешённому относительно производных:

d𝑞

d𝑡
= 𝑣

d𝑣

d𝑡
= 𝑎(𝑞, 𝑣, 𝑡) +𝐵(𝑞, 𝑣, 𝑡)𝜆, (9)

d𝑦

d𝑡
= 𝑦̇,

d𝑧

d𝑡
= 𝑤(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡), (10)

𝑎 =𝑀−1
(︂
𝜕𝐿

𝜕𝑞
− 𝜕𝐷

𝜕𝑣
+𝑄

)︂
, 𝐵 =𝑀−1

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣

)︂𝑇

, 𝑤 =

(︃
𝜕𝐿
𝜕𝑦 −

𝜕𝐷
𝜕𝑦̇

−𝜕𝐷
𝜕𝑦′

)︃
.
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Уравнения (10) составляют систему уравнений возмущений связей. Вектор
𝜆 определяется решением уравнения, полученного дифференцированием равен-
ства (5) с учётом уравнений (9), (10):

𝜕𝜙

𝜕𝑞
𝑣 +

𝜕𝜙

𝜕𝑣
(𝑎+𝐵𝜆) + 𝜙𝑡 = 𝑤, (11)

После определения вектора 𝜆 из выражения (11) система (9) принимает вид:

d𝑞

d𝑡
= 𝑣,

d𝑣

d𝑡
= 𝑝+𝐵

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣
𝐵

)︂−1
𝑤, (12)

𝑝 = 𝑎−𝐵
(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑣
𝐵

)︂−1(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑞
𝑣 +

𝜕𝜙

𝜕𝑣
𝑎+ 𝜙𝑡

)︂
.

Система (12) в силу построения допускает частные интегралы, определяемые
равенствами (1), (2). Если значения 𝑞0, 𝑣0 удовлетворяют условиям 𝑓

(︀
𝑞0, 𝑡0

)︀
= 0,

𝜙
(︀
𝑞0, 𝑣0𝑡0

)︀
= 0, то при начальных значениях 𝑞 (𝑡0) = 𝑞0, 𝑣 (𝑡0) = 𝑣0 решение

уравнений (12) будет удовлетворять уравнениям связей (1), (2) при всех 𝑡 > 𝑡0,
при которых оно существует. Если же 𝑓

(︀
𝑞0, 𝑡0

)︀
= 𝑦0, 𝜙

(︀
𝑞0, 𝑣0𝑡0

)︀
= 𝑧0, то из-

менение соответствующего решения будет зависеть от правых частей уравнений
возмущений связей (10), определяемых выбором функций 𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и
𝐷 = 𝐷(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

3. Устойчивость по отношению к уравнениям связи
Необходимым условием стабилизации связей, заданных уравнениями (1), (2),

является асимптотическая устойчивость решений уравнений (12) по отношению
к уравнениям связей (1), (2), которая определяется соответствующей устойчиво-
стью тривиального решения 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 системы уравнений возмущений свя-
зей (10).

Определение 1. Движение, соответствующее решению уравнений (12), устой-
чиво по отношению к уравнениям связей (1), (2), если для любого 𝜀 существует
такое 𝛿, что при любых начальных условиях 𝑞 (𝑡0) = 𝑞0, 𝑣 (𝑡0) = 𝑣0, удовлетворя-
ющих условию

⃦⃦
𝑦0
⃦⃦
+
⃦⃦
𝑧0
⃦⃦
6 𝛿, при всех 𝑡 > 𝑡0 будет выполняться неравенство

‖𝑦(𝑡)‖+ ‖𝑧(𝑡)‖ 6 𝜀.

Определение 2. Движение, соответствующее решению уравнений (12), асимп-
тотически устойчиво по отношению к уравнениям связей (1), (2), если оно устой-
чиво и выполняется условие lim

𝑡→∞
(‖𝑦(𝑡)‖+ ‖𝑧(𝑡)‖) = 0.

Таким образом, решение уравнений (12) устойчиво по отношению к уравне-
ниям связей (1), (2), если соответствующим свойством обладает тривиальное ре-
шение уравнений возмущений связей (10). Полагая переменные 𝑦, 𝑧 малыми по
величине, представим функцию 𝑤(𝑞, 𝑣, 𝑦, 𝑧, 𝑡) разложением в ряд, ограничиваясь
членами первого порядка малости:

𝑤 = 𝐶(𝑞, 𝑣, 𝑡)𝑦 +𝐾(𝑞, 𝑣, 𝑡)𝑧 +𝑊 (2).

В общем случае условия устойчивости тривиального решения системы (10)
определяются методом функций Ляпунова [10]. Соответствующим выбором функ-
ций 𝐿, 𝐷 уравнения возмущений связей непосредственно можно представить в
виде системы уравнений, линейных по отношению к переменным 𝑦, 𝑧:
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d𝑦

d𝑡
= 𝑦̇,

d𝑧

d𝑡
= 𝐶(𝑞, 𝑣, 𝑡)𝑦 +𝐾(𝑞, 𝑣, 𝑡)𝑧. (13)

В случае, когда матрицы 𝐶, 𝐾 являются постоянными и корни характери-
стического уравнения системы (13) имеют отрицательные действительные части,
тривиальное решение 𝑦 = 0, 𝑧 = 0 является устойчивым асимптотически. Обыч-
но для стабилизации связей используются простейшие уравнения из множества,
заданного выражениями (13). Так, в [11] множители Лагранжа определяются из
уравнений с постоянными коэффициентами 𝜔, 𝛼 > 0, 𝑘 > 0

d𝑓

d𝑡
= 𝑓,

d𝑓

d𝑡
= −𝜔2𝑓 − 2𝛼𝑓,

d𝑓 ′

d𝑡
= −𝑘𝑓 ′.

Уравнения
d𝑓

d𝑡
= 𝑓,

d𝑓

d𝑡
= −𝜔2𝑓 − 2𝜔𝑓

используются в [16] для стабилизации голономных связей, наложенных на меха-
ническую систему.

4. Стабилизация связей

Представим уравнения (4), (5), (12), (13) в виде:

d𝑥

d𝑡
= 𝑏(𝑥, 𝑡) +𝐺(𝑥, 𝑡)𝑢, (14)

d𝑢

d𝑡
= 𝐻(𝑥, 𝑡)𝑢, (15)

𝑢 = ℎ(𝑥, 𝑡), (16)

𝑥 =

(︂
𝑞

𝑣

)︂
, ℎ =

(︂
𝑓

𝜙

)︂
, 𝑏 =

(︂
𝑣

𝑝

)︂
,

𝐺 =

(︃
0

𝐵
(︁

𝜕𝜙
𝜕𝑣𝐵

)︁−1
𝐻

)︃
, 𝐻 =

(︂
0 𝑆

𝐶 𝐾

)︂
, 𝑆 = (𝐼𝑚 0) ,

Стабилизация связей позволяет обеспечить устойчивость по отношению к урав-
нениям связей (1), (2) даже при использовании простейших численных методов
решения уравнений (14), (16). Пусть начальные значения 𝑞0, 𝑣0 удовлетворяют
условию

⃦⃦
𝑢0
⃦⃦
6 𝜀, 𝑢0 = ℎ

(︀
𝑥0, 𝑡0

)︀
, и для решения уравнения (14) используется

метод Эйлера:
𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜏𝑋𝑘,

𝑋𝑘 = 𝑏
(︀
𝑥𝑘, 𝑡𝑘

)︀
+𝐺

(︀
𝑥𝑘, 𝑡𝑘

)︀
𝑢𝑘, 𝑢𝑘 = ℎ

(︀
𝑥𝑘, 𝑡𝑘

)︀
, 𝜏 = 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘.

Тогда, учитывая разложение функции 𝑢𝑘+1 = ℎ
(︀
𝑥𝑘+1, 𝑡𝑘+1

)︀
в ряд и уравне-

ние (15), имеем:
𝑢𝑘+1 =

(︀
𝐼2𝑚+𝑟 + 𝜏𝐻𝑘

)︀
𝑢𝑘 + 𝑈 (𝑘2), (17)

где 𝑈 (𝑘2) — погрешность, определяемая остаточным членом разложения в ряд и
погрешностями округления. Оценивая правую часть равенства (17), получаем⃦⃦

𝑢𝑘+1
⃦⃦
=
⃦⃦(︀
𝐼2𝑚+𝑟 + 𝜏𝐻𝑘

)︀⃦⃦ ⃦⃦
𝑢𝑘
⃦⃦
+
⃦⃦⃦
𝑈 (𝑘2)

⃦⃦⃦
. (18)
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Следовательно, если
⃦⃦
𝑢𝑘
⃦⃦
6 𝜀,

⃦⃦
𝑈 (𝑘2)

⃦⃦
6 (1 − 𝛾)𝜀 и матрица 𝐻(𝑥, 𝑡) при всех

допустимых значениях 𝑥, 𝑡 удовлетворяет условию
⃦⃦(︀
𝐼2𝑚+𝑟 + 𝜏𝐻𝑘

)︀⃦⃦
6 𝛾 < 1,

то будет выполняться ограничение
⃦⃦
𝑢𝑘+1

⃦⃦
6 𝜀. Последнее заключение означает,

условие
⃦⃦
𝑢𝑘
⃦⃦
6 𝜀 будет выполняться при всех 𝑘 = 1, 2, . . . .

Если для решения уравнений (14), (16) используется разностная схема второго
порядка точности

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 +Δ𝑥𝑘, Δ𝑥𝑘 = 𝜏(1− 𝜎)𝑋𝑘 + 𝜏𝜎𝑋̄𝑘, 𝜎 > 0, (19)

𝑋̄𝑘 = 𝑏
(︀
𝑥̄𝑘, 𝑡𝑘 + 𝛼𝜏

)︀
+𝐺

(︀
𝑥̄𝑘, 𝑡𝑘 + 𝛼𝜏

)︀
𝑢̄𝑘,

𝑥̄𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝜏𝑋𝑘, 𝛼 > 0, 2𝛼𝜎 = 1,

то оценка правых частей равенств (19) позволяет утверждать, что условие
⃦⃦
𝑢𝑘
⃦⃦
6 𝜀

будет выполняться для всех 𝑘 = 1, 2, . . . при выполнении ограничений⃦⃦⃦
𝑈𝑘(3)

⃦⃦⃦
6 (1− 𝛾)𝜀,

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
𝐼2𝑚+𝑟 + 𝜏𝐻𝑘 +

1

2

(︁(︀
𝐻𝑘
)︀2)︁

+

(︂
d𝐻

d𝑡

)︂𝑘
)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛾 < 1.

Ограничения, накладываемые на коэффициенты уравнений возмущений свя-
зей при использовании метода Рунге-Кутта, получены в [17]. Для разностной
схемы четвёртого порядка они составляют неравенства⃦⃦⃦

𝑈𝑘(5)
⃦⃦⃦
6 (1− 𝛾)𝜀,

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐼2𝑚+𝑟 +

4∑︁
𝑠=1

𝜏𝑠

𝑠!
𝐻𝑘

𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 𝛾 < 1,

𝐻1 = 𝐻, 𝐻2 =
d𝐻

d𝑡
+𝐻2, 𝐻3 =

d2𝐻

d𝑡2
+ 3

d𝐻

d𝑡
𝐻 +𝐻3,

𝐻4 =
d3𝐻

d𝑡3
+ 4

d2𝐻

d𝑡2
𝐻 + 3

(︂
d𝐻

d𝑡

)︂2

+ 6
d𝐻

d𝑡
𝐻2 +𝐻4.

5. Задача баланса стержня
Тележка массы 𝑚1 в однородном поле силы тяжести может совершать прямо-

линейное движение вдоль горизонтальной оси 𝑂𝑥 прямоугольной системы коор-
динат 𝑂𝑥𝑦 под действием силы 𝐹 . Положение тележки на оси 𝑂𝑥 определяется
координатой 𝑥 точки 𝑂1, в которой шарнирно закреплён однородный стержень
𝑂1𝐴 длины 2𝑙 и массы 𝑚2 (рис. 1).

Рис. 1. Мобильный робот

Определить величину 𝐹 силы и значение вращающего момента 𝑀 , приложен-
ного к стержню, необходимых для перевода тележки из положения 𝑥(0) = 𝑥0 в
начало координат 𝑥 = 0 с сохранением вертикального положения стержня.
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Динамика системы описывается уравнениями

d𝑥

d𝑡
= 𝑣,

d𝜙

d𝑡
= 𝜔, (20)

𝑙𝐷(𝜙)
d𝑣

d𝑡
= 𝑚2𝑙 cos𝜙

(︀
4𝑙𝜔2 − 3𝑔 sin𝜙

)︀
+ 4𝑙𝐹 + 3 sin𝜙𝑀, (21)

𝑙2𝐷(𝜙)
d𝜔

d𝑡
= 3𝑚2𝑙

2𝜔2 sin 2𝜙− 3𝑔𝑙 (𝑚1 +𝑚2) cos𝜙+ (3𝑙 sin𝜙)𝐹 +
3 (𝑚1 +𝑚2)

𝑚2
𝑀,

(22)
𝐷(𝜙) = 4𝑚1 +𝑚2

(︀
1 + 3 cos2 𝜙

)︀
,

где 𝜙 — угол наклона стержня, по отношению к оси 𝑂𝑥, 𝑔 — ускорение свободно
падающего тела. За уравнения связей примем равенства

𝑥 = 0, 𝜙− 𝜋

2
= 0, (23)

соответствующие конечному состоянию системы. Функции 𝐹 и 𝑀 в правых ча-
стях уравнений (21), (22) являются управляющими воздействиями, которые долж-
ны обеспечить стабилизацию связей (23). Полагая величины

𝑓1 = 𝑥, 𝑓2 = 𝜙− 𝜋/2 (24)

возмущениями связей, представим уравнения возмущений линейной системой

d𝑓1
d𝑡

= 𝑔1,
d𝑔1
d𝑡

= −𝑘11𝑓1 − 𝑘12𝑔1, (25)

d𝑓2
d𝑡

= 𝑔2,
d𝑔2
d𝑡

= −𝑘21𝑓2 − 𝑘22𝑔2, 𝑘𝑖𝑗 > 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2. (26)

Из (19)–(25) определяются выражения управляющих воздействий 𝐹 , 𝑀 :

𝐹 = 𝑚2𝑙 sin𝜙
(︀
𝑘21

(︁
𝜙− 𝜋

2

)︁
+ 𝑘22𝜔

)︀
−𝑚2𝑙𝜔

2 cos𝜙− (𝑚1 +𝑚2) (𝑘11𝑥+ 𝑘12𝑣) , (27)

𝑀 = 𝑚2𝑙

(︂
𝑔 cos𝜙− (𝑘11𝑥+ 𝑘12𝑣) sin𝜙+

4𝑙

3

(︁
𝑘21

(︁
𝜙− 𝜋

2

)︁
+ 𝑘22𝜔

)︁)︂
. (28)

Подстановка полученных выражений (27), (28) в правые части уравнений ди-
намики (20)–(22) позволяет получить закон движения системы и решение урав-
нений возмущений связей, соответствующие начальным условиям

𝑥(0) = 𝑥0, 𝜙(0) = 𝜙0, 𝑣(0) = 𝑣0, 𝜔(0) = 𝜔0,

𝑓1(0) = 𝑥0, 𝑓2(0) = 𝜙0 −
𝜋

2
, 𝑔1(0) = 𝑣0, 𝑔2(0) = 𝜔0.

Численный эксперимент проведён при значениях параметров 𝑙 = 1, 𝑚1 = 10,
𝑚2 = 1, 𝑔 = 9,81 и при начальных условиях 𝑥0 = 0,1, 𝑣0 = 0, 𝜙0 = 5

12𝜋, 𝜔0 = 0.
При значениях коэффициентов уравнений возмущений связей 𝑘11 = 1, 𝑘12 = 0,3,
𝑘21 = 0,05, 𝑘22 = 0,1 характеристическое уравнение системы (24), (25) имеет
корни 𝜆1,2 = −0,15 ± 0,9887 𝑖, 𝜆3,4 = −0,05 ± 0,2179 𝑖, и тривиальное решение
𝑓1 = 𝑓2 = 𝑔1 = 𝑔2 = 0 устойчиво асимптотически. Представлены графики изме-
нения переменных 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝜙 = 𝜙(𝑡) и фазовый портрет системы в осях (𝑥, 𝜙),
полученные решением системы (20)–(22) методом Эйлера с шагом интегрирова-
ния ℎ = 0,01 с использованием системы Maple (рис. 2, 3).
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Рис. 2. Изменение центра тележки
во времени

Рис. 3. Изменение угла наклона
стержня во времени
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Dynamic Control of Constrained Systems and Inverse
Problems of Dynamics

R. G. Mukharlyamov, E. A. Gorschkov

Department of Theoretical physics and Mechanics
Peoples’ Friendship University of Russia

6, Miklukho-Maklaya str., Moscow, Russia, 117198

The control problem of dynamic system, containing different physical elements, is solved.
Using known dynamic analogies, processes in difficult system are described by the differential-
algebraic equations of the classical mechanics. The corresponding differential-algebraic equa-
tions include the dynamic equations, the constraints equations and the formulation of pur-
pose of control. Dynamics of system is described by Lagrange equations or by equations in
the canonical variables, containing indeterminate multipliers in the right hand sides. The
problem of definition of Lagrange multipliers or control functions corresponding to the con-
straints equations, is reduced to construction of the differential equations systems having
partial integrals. Definition of solutions stability of the dynamics equations in relation to the
constraints equations is given. The dynamic indicators considering deviations from the con-
straints equations are entered for ensuring asymptotic stability and constraints stabilization
at the numerical solution of the differential equations. The expanded system of dynamics
equations, consisting of the initial system dynamics equations and the constraints perturba-
tions equations is under construction. The constraints perturbations equations, constructed
on the modified dynamic indicators, allow to define stability conditions and constraints sta-
bilization. Conditions of constraints stabilization, corresponding to the numerical solution of
the dynamics equations are given by Euler method and Runge–Kutta method. The solution
of a problem of stabilization of vertical position of the rod fixed by cylindrical joint on the
cart, making rectilinear movement, is proposed. The control is performed by force acting on
the cart and moment applied to the rod.

Key words and phrases: dynamics, control, stability, stabilization, constraints, con-
strained systems, inverse problems.
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